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·ПРЕДИСЛОВИЕ РЕДАКТОРА 

Издаваемый ·сборни:к трудов Н. А. Умова содержит 
наиболее выдающиеся произведения, в которых Умовым 
еде.лавы нруп:пые открытия и :которые не утратили 

интереса до настоящего времени. 

Труды -снабжены примечаниями редактора, в :кото
рых· кратно излагается идейное содержание работ 
2 устанавливается их отношение к современному 

со:стоянию физической науки. 
Сборнику предшествует автобиография Н. А. Умов-а, 

нац~санная им по просьбе известного литературного 
·нритика и бибn:иографа С. А. Венгерова и найденная 
в бумагах Умова в черновом виде. Она дана с некото
рыми небольшими сонращениями, не имеющими зна
чения для харантеристики его жизни и деятельности. 

В дополнение к автобиографии помещена неболь
шая статья редактора, в которой мы считали необ
ходимым раскрыть значение Н. А. Умова как пер
вого русского физика-теоретика и его роль в научной 
и общественной жизни. 

В этой статье общественная и профессорская дея
тельность Н. А. Умова освещена более подробно по 
сравнению с научной. Это обстоятельство продинто
вано тем, что в примечаниях н научным работам на
стоящего сборника деятельность Н. .А". Умова , как 
учёного освещена сравнительно подробно. 

Таким образом, в автобиографии Н. А. Умова, 
в примечаниях к его трудам и в очерке его обществен
ной и педагогической деятельности, вместе взятых, 
вырисовывается образ Умова как замечательного рус
сного учёного и человека. 
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Не все труды .Н. А. Умова в своё время были на
печатаны по-русски. Часть их была опубликована на 
немецком, английском и французском языках. В на
стоящем издании эти работы представлены в русском 
переводе. 

Перепечатка тенета работ Н. А. Умова произво
дилась доподлинно, -исправлялись лишь досадные 

опечатки. Математическая символика Н. А. Умова 
не была сохранена, как устарелая, -она заменена 
_современной. В основном. идёт речь о замене симво
лов полньiх и частных производных, которые в ста

. рой математической литературе изображались в обрат
ном смысле по сравнению с современной. 

В подготовне этого сборника принимал участие 
,проф. Д. Д. Иваненко. В частности, он рекомендовал 
включить в сборник автобиографию Н. А. 'Умова 
и сделал ряд ценных замечаний по содержанию при-

u 

мечании. 

А . С • П редводителег 
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АВТОБИОГРАФИЧЕСНИЙ ОЧЕР:К 

Умов Нинолай Але:ксеевич родился в г. Симбирсне 
23 января 1846 года. 

Дедом его со стороны отца и родоначальнином 
семьи Умовых был помещик Казансной губернии 
Павел Михайлович Наумов, ноторый имел от сво~й 
крепостной нрестьлнни М:атрёны Тихоновны, не по
желавшей выйти за него замуж, чтобы не рассорить 
его с родными, неснольних сыновей и дочерей. По 
высочайшему повелению одному старшему сыну Ивану 
бъtло присвоено дворянсное звание и всем детям дана 
фамилия Умовых. П. М. заботился об образовании 
своих детей. Старший -сьrн, окончив нурс по физино
-11атематичесному фанультету 1-\азансного универси-
тета, поступил в военную службу, а по выходе в от

ставку поселился в своём имении. В 1860 г. И. П. быJI 
вызван в Петербург в начестве губернс.ного депутата 
по рааработне положения об освобождении нрестьян. 
После реформы служил членом Губернского по нре
стьянсним делам Присутствия; по:~ьзовался, благо
-даря своему справед:~ивому отношению к людям, все

общим уважением и, становясь на сторону крестьян ,.. 
в их тяжоах с помещиками, не раз расходился со 

своими прежними друзьями. Имея хорошую подго

товну по математине, он занимался прикладной меха
никой и изобрёл «горизонтальное водяное нолесо», 
описанное в брошюре того же названия. 

Второй сын, отец Н. А., Аленсеii, получил образо
:вание на медицинсном фа.ку~~:ьтете _ Каэансного у_ни-
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верситета, ноторый и онончил со званием врача. Здесь 
под влиянием известного профессора и естествоиспыта
теля Эверсмана он пристрастился н собиранию чешуе
крылых, причём нашёл новый вид, названный в честь 
его Bryophilia Umovi. В звании военного врача А. П. 
пришлось побывать во многих местностях России, 
благодаря чему ему удалось собрать едва ли не един
ственную по своей обширности нолленцию чешуе
нрылых России, занлючавшую неснольно тысяч энзем
пляров и. разделённую после его смерти между двумя 
университетами-Новороссийсним и Мосновсним, в но
торых состояли профессорами его сыновья Нинолай 
(в первом) и Владимир (во втором). Оставив службу 
по военному ведомству, А. П. поселился в Симбирсне, 
где впоследствии занял место старшего врача город

сной больницы и преподавал медицину в епархиаль
ном училище. Здесь же он женился на дочери мест
ного нупца, от ноторой и имел двух сыновей. Мать 
Н. А. была религиозной женщиной и в этом напра
влении влияла на детей, читая имевшиеся у неё книги 
духовного содержания. Н. А. особенно заинтересо
вался пользовавшейся в то время в духовных сфе
рах известностью ннигою Голубинсного, в ·ноторой 
впервые прикоснулся н вопросам философсного ха
рантера. 

Отец Н. А. был танже большим нолленцион·еро:м 
книг, снупал их у антинвариев и в распродававшихся 

помещичьих библиотенах. Составленное довольно об
ширное собрание, занлючавшее в себе нлассинов no 
руссной и иностранной литературе, философии, есте
ственной истории, давало обильный материал для чте
ния сыновьям, ногда они достигли гимназичесного воз

раста. В то время в обществе существовало очень силь
ное стремление к образованию, а также обучению детей 
иностранным языкам. Воспитание детей начиналось под 
руноводством гувернанток, ноторые выписывались из 

столиц, а затем н детям приглашались учителя. Осо
бенно благотворное влияние на Н. А. произвели урони 
учителя местного уезJ,J.ного училища Фёдора Афа-
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яасьевича. Иванова, прис1растившего его к математине 
а очень живо преподававшего историю и сповесность. 

А. П. не жепал отдавать своих детей в Симбирсную 
nuшазию и под впиянием помещина Тургеневаt онон
•ввmего нурс :в Дерптсном университете, предполагал 
везти детей в Дерпт, почему одно время дети изучали 
-все предметы на вемецном языне. План не осуще
ствился благодаря несогласию матери, и было решено 
дать детям образование в Моснве. 

Заботясь о научном направлении своих детей, 
А. П. устроил между их сверстнинами естественно
иеторическое общество, в нотором детьми читались 
рефераты; его торжественное отнрытие состоялось ·в 

" u 
присутствии приглапtенных родителеи и родственни-

ков. Досуги И. А., нроме обычных детсних игр, на
полнялись приготовлением мазей, пилюль -пользуясь 
вебольшим аптечным шнафчином, подаренным отцом; 
устройством нартонных часов, безуспешным добыва
виек алюминия из глины, работами в саду под руно-
1&0-=твок отца-знатона садоводства. 

· , Просветительные стремления того времени нaxo
JQIJПICЬ в резном противоречии с его отрицательными 

ИоРоиами, значение ноторых до неноторой степени не 
·у.окользало от пытливого детсного ума. Тяжёлое впе
Uтпение на Н. А. произвёл случай с ланее:м (нрепост
WN человено:м старшего брата отца), которого за 
ш.я:вство решено было отдать в солдаты. Ланею для 
DllJIOЙ передачи воинскому вачальнину было вручено 
'ПИСЬМО с предложением «забрить лоб1 подателю. Н. А. 
-был поражён тем, что qеловен, сам того не зная, нёс 
в своих рунах свою судьбу. 

Во время поездок всей семьи А. П. к старшему 
брату иногда заезжали в именье одного из Наумовых, 
nротив чего всегда выступала мать Н. А., ноторый
хотя и смутно -догадывался об унижении, сопрово
ждавшем эти заезды, и в происходившем споре впер

:вые услышал слово «Ьа tardt, ноторое толь но впослед
~ТВВ11-через неснольно лет-уяснил себе при помощи 
-фравцузскоrо пексинона, при поступлении в гимназию. 
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Во время таких остановон семья Умова принималась 
.~о флигеле управля.ющего, куда ей присыдалс.я обед, 
а в барский дом допускался только отец. 

Дом, в котором жила семья в Симбирсне, принад
лежал больнице и выходид одной стороной в поле, 
на котором помещалось и здание арестантсних рот. 

Бывали дни, когда на это поле шли солдаты и собира
лось много народа. В квартире А. П. подымалась 
суматоха, и детям. запрещалось подходить к онву, 

вых0див~ему в поле. Через неноторое время А. П. 
звали в больницу, откуда он возвращался крайне 
удручённым; приходили фельдшера и о чём-то докла
дывали. Детское любопытство раскрыло тайну. Это 
было наказание шпицрутенами; прислуга объяснила 
ero процедуру и весь его ужас. 

В доме отца и его тестя бывали молодые чиновники, 
являвшиеся глашатаями либеральных идей. В числе 

. их был и Григорий Иванович Амосов, служивший по 

. удельному ведомству, бывwий впоследствии, 11осле 
реформы суда, товарищем прокурора в Rишинёве 

. и в своей судебной практике известный блестящими 
речами; после смерти любимой жены он окончил жизнь 
самоубийством. I\роме разговоров о злобах дня, Г. И. 
читал иногда вслух места из библии в присутствии 
.матери Н. А. и юродивого «дяди доl\IоЙ». Юродивый 
произносил только эту фразу, наложив на себя :обет 
молчания: он заговорил тольно после освобождения 
крестьян. Ходил он в лохмотьях, с посохом, с верхушки 

. которого спускал.ел пучон разноцветных лент. Он жип 
от доброхотных подаяний; в домах его сажали на по
чётное место, а объяснялись с ним знанами. Биография 
этой загадочной личности помещена в одном из руссних 
иеторичесних журналов. 

Гуманные идеи были издавна не чужды интелли
генции Gимбирска. В неснольких верстах от него 

. лежит Баратаевна, имение известного масона. Оно 

. было посещаемо публикой благодаря нрасоте парRа 
с речкой, мостами, замаскированными фонтанами ·в 
бод:ьш.пм гротом, слущившлмt по рассиаз.ам, для ма-. ' 
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сопсних собраний. Дом владельца был замечателен 
своей внутренней отделкой и украшавшими её мала
хитовыми колоннами. 

Крымская кампания подходила к концу. Дети 
видели сборы ополченцев, щипание :корпии, слышали 
разговоры о неудачах войны, с;~ова «Ко~онол» и «Гер
цен», разговоры и опасения по поводу ожидавшегося 

освобождения нрестьян. После восшествия на престол 
·Александра 11 было большое линование во всех слоях 
населения. Была устроена иллюминация; громадную 
толпу собрал большой транспарант на небольшом 
доме поэта Д. Д. Минаева, где рядом с царсними ини
ц:uалами нрасовался нолокол значительных размеров 

v 

и надписи, интриговавшие зрителеи. 

После продолжительного путешествия на пере-
.., 

кладных с заездом в монастыри одиннадцатилетним 

Н. А. с братом были привезены в Москву, где через 
год были приняты в третий нласс 1-ii Мосновской гим
назии. При приёме прошения от отца и представлении 
жетей директор гимназии задал вопрос: «Незаконно
рожденные?.» Последовал отрицательный ответ, но 
вопрос директора очень смутил Н. А., который сопо
ставил его со своими прежними переживаниями. 

"Устроиться в Моснве помог А. П. известный цер
JСОВВЫЙ библиограф Капитон Иванович Невоструев, 
и· которому имелось рекомендательное письмо от одного 

ЖJХ()ВВОrо лица. К. И. жил в келье Чудовского мона
сnrря, аавапевной рукописями и церковными Rнигами, 
ЖiаJЮJПIЯВШими не только полки, расставленные по сте

цк, во и наваленными на его ветхой немногочисленной 
мебели и на полу. l\. И. поназывал семье все достопри
мечательности и святыни Моснвы. При посещении риз
виц:ьr Н. А. был nоражён беззаботной игрой монаха 
со старинной чашей, которую он заставлял крутиться 
оноло одного из своих пальцев; этот монах проверял 

входящую благоговейно настроенную публику. К. И. 
бЬ1л . фанатик, и неснолько лет ~пустя, увидавши в 
Rвартире отца немецную историю религии, нотору19 

читал Н. А., швырнул её под сто;~ и сделал его отцу 
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строrий выговор за то, что оп не следит аа чтением 
своих детей. Однажды н А. П. приехал один его даль~ 
ний родственпин, большой жуир. А. П. повёл его смо
треть мосновские святыни и навечно зашёл н И. И. 
Здесь, в то время нак К. И. объяснял А. П. особенно·стй 
письма каной-то рунописи, приезжий осматривал но
реш:ки переплётов, торчавших с полон, и начал папе ... 
вать от снуки: «В аду лишь жизнь прямая!» К. И. 
навострил уши и, разобрав фразу, с гневом выгнал 
приезжего из своей нельи, чем и окончился предпола· 
гавшийся обзор. Подобные столнновения бывали и :аа 
квартире А. П" при встрече с посторонними лицами, 
не знавшими К. И. и свободно выражавшими свои мне
ния. К. И. скончался от злоупотребления спир1пымli 
напитками. 

Своим пристрастием н физине Н. А. обязан Янову 
Игнатьевичу Вейнбергу, талантливо и живо препода
вавшему этот предмет в гимназии. Что насается есте
ственной истории, то преподаватель её, впоследствии 
приобревший известность прекрасным руководством 
по ботанике 1), в то время вёл преподавание крайне уто
мительно и скучно: это были потерянные часы. Уче
нии выходил н кафедре и читал по литографированной 
тетради урон для следующего нласса. Тем не менее 
учитель был очень требователен. И приёмно:му экаа..; 
мену в третий нласс пришлось изучать по его аапи ... 
скам большую главу о строении глаза, которую дети 
могли неснольно усвоить благодаря объяснениям врача
оrца. Ученикам второго класса гимназии объяснялись 
очень подробно устройство глаза и ант зрения, 
когда они не имели нинаного понятия об оптинеl 

Интере.с к естествознанию в детях поддерживалсs 
главным образом летними энснурсиями отца по ловле 
чешуекрылых, особенно интересными ночью, с фона
рём, в камышах подмосковных болот, а танже уча
стием в ботанических экснурсиях того же преподана· 
теля, впоследствии-в энснурсиях известного бота-

1) В. В. Григорьев. (Прим. ред.) 
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яи:ка Rауфмапа, рано умершего, и в геологических 
энскурсиях преподавателя Rонстантиновсного l\tlеже
вого института Ауэрбаха. 

Из преподавателей других предметов благотворное 
" влияние на ученинов оназывал преподаватель русснои 

словесности l\tlихаил Иванович Студенинов. Особенный 
интерес был вызываем писанием сочинений, для соста
вления ноторых рекомендовался ряд нниг, чтением 

этих сочинений перед нлассом и затем их разбором. 
Сверх уроков, по неноторым дням, в послеобеденные 
часы М. И. устраивал беседы с ученинами, посвящён
ные чтению руссних нлассинов, в том числе Белинсного. 
Эти чтения продолжались, однано, недолго: начальство 
нашло их неудобными в отношении надзора, так нан 
на этих беседах отсутствовал надзиратель. Увлечение 
словесностью вызвало появление ученичесного жур-

._. 

вала, ноторыи трантовал вопросы литературы и учени-

чесной жизни. 
Иа других 

собствовавших 
преподавателя 

Санча ко ва. 

преподавателей, своими уроками спо
развитию ученинов, следует отметить 

географии Мюллера и истории -

В то время гимназисты вместо латинсного язына 
могли слушать законоведение, которое преподавалось 

с~ачала Сергеевичем (впоследствии профессором Пе
тербургского университета), а затем Н. Л. Дювернуа 
(бывшим потом профессором Новороссийсного и Петер
бургского -университетов). Перед выпусном из гимна
аиа. на одном из последних уронов 7-го нласса, Дю
веряуа по просьбе гимназистов прочёл блестящую 
ленцию о Беннариа и ожидавшейся реформе суда . 
• Пенция произвела глубокое впечатление на гимна
зистов . 

. Братья Умовы слушали латинскиl'1 язык. Его пре
подавателем был известный в то время латинист 
Янов Васильевич Смирнов, уже старик, со многими 
странностями. Латинсний язык не прив.пе1\а.п Н. А., ното
рый пользовался помощью брата, в свою очередь поль
зовавшегося математическими познаниями Н. А. При 
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.., 
присуждении гимназическим· советом золотои медали 

Н. А., Смирнов встал под образ и, поднявши руну 
вверх, протестовал против э.того присуждения. 

В первый год поступления Умовых в гимназию 
произошло печальное событие. В гимназии учились 
казённые стипендиаты-болгары, :rюди не только ве
ликовозрастные, но и семеi'1ные, однако почему-то 
обязанные её посещать, в то же время бывшие пан
сионерами и подчинённые всем правилам пансиона. 
Один из них, лет тридцати, имевший семью и учив
шийся в третьем классе вместе с мальчиками, пове
сился, не выдержавши режима. Эти болгары отлича
лись своей малоуспешностью. 

Каждую субботу в класс являлся инспентор и вы
зывал малоуспешных или в чём-:~ибо провинившихся 
учениRов, которых выводили из нласса и секли. Одна 
такая энзекуция кончилась очень печально. Всё это 
производило отвратительное впечатление. 

В то самое время в старших классах гимназии обуча
лись А. И. Rирпичниковикн. Урусов: первый-впослед
ствии известный профессор, а второй-известный адво
кат. Обладая сильной мускулатурой, они делали иногда 
набеги на младшие классы, подвергая их избиению. 

Время великих реформ, подъём литературы имели 
громадное влияние на молодёжь того времени, побу
ждая её к усиленному чтени ) и самообразованию. 
Отец И. А. давал возможность своим детям ЗJiако
миться с текущей литературой и классиками русской 
и иностранной литературы в оригиналах и переводах. 
Через знакомого помощника университете.кого библио
текаря Н. А. по:~учал книги по философии. 

- ·Н. А. получил в подарок от отца «Историю новой 
философии» Куна Фишера, «Астрономию»> Араго, зри
тельную трубу и микроскоп. По:.rьзуясь трубой, Н. А. 
по ночам изучал звёздное небо через слуховое окно на 
черда:не и, пользуясь окулярами микроскопа, усили· 

вал увеличение. трубы. 
В Московс:ний университет оба брата поступили 

в 1863 г.: Н. А. -на физико-математический фануль-
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тет, а его брат-на юридический.. В то время студен
ческой формы не было, и студенты ходили в партику
лярном платье. Лекции по физике читал Н. А. Люби
мов; на последнем курсе несколько месяцев Н. ~ 
слушал математическую физику у молодого А. Г. Сто
летова, вскоре заболевшего. Практических занятий 
но физике в то время не было. 

На .математическом фанультете имелся целый ряд 
блестящих профессоров: А. Ю. Давидов, В. Я. Цин
:rер, Ф. А. Бредихин, Ф. А. Слудский. Слушать пер
вого из них приходили иногда юристы и филологи, 
ничего не понимавшие в содержании лекций, но увле-... 
навшиеся их чрезвычаиным изяществом. 

Студентом Н. А. познакомился со студентом юриди
ческого фанультета А. И. Чупровым, около которого 
группировалось много молодёжи. А. И. состоял в то 
время в числе устроителей студенчесного нлуба само
образования, в котором дебатировались вопросы обще
ственные, научные, философские, например: о свободе 
воли; по поводу книги Бокля «История цивилизации 
в Англии». Собрания эти происходили вблизи Сретен
tRого полицейского участка, в доме Rлевезаля, по 
вечерам, иногда заканчивались пирушкой и затяги
вались до поздней ночи. Группа молодёжи свободно 
проходила мимо часового участна, не обращая на себя 
яиканого внимания. Высоний интерес возбуждал во
прос о народном образовании; А. И. составил обшир
ную· :и обстоятельную записну о его ·настоятельности. 
Эта· иитереспая записка была отлитографирована, но 
А. И. по своей скромности не поставил на ней своего 
Иlfеяи; подписался на пей его товарищ-добродушный, 
во неснольно тщеславный Василий Иванович Губин 
(за что впоследствии ему пришлось поплатиться). 
Предполагалось образовать номитет или общество для 
распространения о~разования в народе 11 привлечь 
к этому делу не толь но студентовt но и профессоро:в. 
С этой целью ааписна А. И. Чупрова (и сожалению, 
утраченная впоследствии) распространялась в ауди
ториях, и ряд студентов взялся передавать е ё профессо-

2 Н. А. Умев 
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рам:; Н. А. исполнил это па отноmепию к пр.офес_с-о ... : 
рам математиче-ского фанультета. Записка встретил:а· 
благосклонное отношение тольно у профессора чисr_ой. 
:мАтематини Н. В. Бугаева, и беседа о ней была пер:.. 
:вым з.наномством Н. А. с Бугаевым, с которым у него~ 
установились добрые отношения, продолжавшиеся до 
самой смерти Н. В. Бугаев прини:ма:~ живое _участие. 
своими советами в направлении~научной деятельности 
Н. А .. и в. его дnльнейm:ей судьбе. · · 

Профессора .не приняли .никакого деятелъноrо у.qа~
стия в предполо;кенном просвеrительном плане, и: 

А. И .. Чупров сформировал кружок ленторов, ноторый 
открыл свою деятельность чтением ленций артельщи
кам Ноноревсного подворья (за l\fоснвой-рекой), в ну
мерах ноторого жил один из Jiленов кружна. Читались 
ленции по носмографии, естественным наукам и исто~ 
рии. Деяте.71ьноtть нру1нна продолжалась недо·лго. 
Покушение на государя Александра 11 постави.~:о на1 

ноги полицию, и кружок, а танже записка были от
нрыты. Её предполагавшийся автор В. И. Губин отси
дел неснольно месяцев в одном из полицейсних участ..: 
нов Моснвы, другие ч;~ены были подвергнуты надзору 
полиции, чем дело и нончилось; занрылся также и 

нлуб самообразования. 
Местом собрани.й молодёжи, живущей по преиму-

ществу интеллентуальными вопросами, была большая 
нвартира Арно:~ьда, служившего по постройне ·Rур-
ской железной дороги и бывшего очень близким со 
строителем этой дороги, генералом В. С. Семичев:ым,: 
иногда посещавшим эти собрания. Они были открытьl 
для молодёжи, ноторая являлась на них без прnгла-
шения и не зная хозяина. На одном из та:«их собраний 
произошло первое публичное выступление Н. А., про
читавшего реферат об утилитаризме. 

Н. А. и неснолько студентов-математинов образо..: 
вали математичеснцй нружон. В числе членов этого 
иружна был товарищ Н. А. по нурсу, Федор Платопо
вич Нинитин, посвящ~вший себя изучению механики, 
впосЛед~твии видный з-емсний деятель Херсонской 
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rубернии, а затем занявший выcoiпri'I пост l3 министер
етве· земледелия. Из других следует упомянуть шед
шего одним нурсом ниже Аленсандра Аленсандровича 
Ламовсного, выдававшегося своими блестящпми мате
матичесними способностями; на него возлага;~ись боль
шие надежды нан товарищами, тан и профессорами, 
ноторым, н сожалению, не приш:rось осуществиться. 

По онончании нурса он женился на JI. Ф. Норолёвой., 
вnоследствии небезызвестной ппсате:rьнице, дочери ди
реkтора Мосновсного техничес1,ого учп.;~ппца Ф. Н. :Ко
рЬлёва. Затем у Ламовсного нача.Jiо обнаруживаться 
Jiсихичесное расстройство, и он застрелп.;~ся. · 

Члены студенчесного мате:\1атичеспого нружна по
сещали Мосновсное математичесное общество. В изда
вавшемся Обществом «Математи:чес1,ом Сборпияе» была 
помещена статья одного известного не мосновсного 

М~тематина. Просматривая эту статыо, Н. А .. заметил, 
что она·представляет собой п:~агиат. Вопрос обсуждался 
в студенчесном математичесном нружке; бы;~а соста
влена записна с приведением парал:rе;з:ьных мест и без 
nодписи отправлена почтой в ~1атематпчес-кое обще
етво.; она была про:чтена в одном из заседаний и произ
вела сенсацию. 

Из своих товарищей Н. А. был особенно близо~{ 
с Ф. П. Нинитиным, ноторый посещал и его семью. 
Семью посещал и товарищ брата Н. А., образованный, 
Краеивый и блестящий юноша, пренрасно владевший 
periь~; предполагалось, что он будет талантливым про
феееором. Брат Н. А. был человеном нонсервативных 
убеждений, и между ним и блестящим студентом про
исходили споры; между прочим, последний защищал 
от нападон и превозносил роман 'llернышевсного «l.Iтo 

делать?». Впоследствии этот юноша занял высопиlr 
пост в духовном ведомстве. 

·· Отец Н. А., потерявший значительную долю своего 
ВОООЛЬШОГО СОСТОЯНИЯ благодаря ТОМУ, ЧТО ПрИ~Я!l 
участие в одном деле, зат~янном тремя извес·:(н:Ым.u 

!J то время в Москве напита:rистами, должен был иснать 
службы и получил место директора Сиротсного дома 

2*-
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на Новой Басманной. Это было среднее учебное заве~~;е:
ние, в нотором обучались жившие там сироты. Здесь, 
по по~оду происходивших иногда беспоряднов, отец 
Н. А. поручал последнему составлять обращения к над
зирателям и воспитаннинам; одно из таних обращений 
представляло собою небольшой трактат о воспитании. 
При составлении таних обращений Н. А. пользовался 
статьями Пирогова. 

Н. А. и его брат нончили нурс в университете в 1867 r" 
со степенью на.ндидатов и были оставлены для приго
товления к профессорсному званию. В апреле 1868 .г. 
Н. А. поступил преподавателем физини во 2-ю жен-. 
скую гимназию, а потом читаЛ физину на Лубянских 
нурсах и преподавал арифметину в народной женсной 
школе, устроенной женой В. В. Семичева. 

Отец Н. А. приобрёл небольшое имение в Дмитров
сном уезде Мосновсной области, близ деревни Селива
нова, где семья проводила лето. Здесь Н. А. завёл 
обучение крестьянских подростнов грамоте. 

Девушни онрестных сёл занимал.ись шитьём лайко
вых перчатон, которые раздавались им с одной из мо ... 
CROBCRИX фабрин ДЬЯRОНОМ одного из ближайших сёл" 
Дьякон уплачивал работницам лишь небольшую долю 
того, что он получал с фабриканта за наждую сшитую 
дюжину перчатон. Н. А. собрал в дом отца девуmе« 
соседних деревень и объяснил им всю выгоду коопера
тивного т_иуда и убыточность их работы в тех условиях, 
при ноторых она производилась. В результате образо ... 
валась перчаточная артель, ноторая выбрала доверен
ное лицо для сношения с фабринантом, а Н. А. из своих 
небольших сбережений внёс фабринанту залог за .от.nу
снаемый товар. Описание устройства этой артели и её 
деятельности составило содержание его первой печат.-

u •• u 1 

пои статьи, помещеннои в одном из -номеров 
недолго существовавшей газеты «Руссная летопись» 
( 1870-1871 гг.). Артель. просуществовала с небольшим 
два года, тан нан после отназа первого доверенного 

выбранный второй в одну из своих поездон н фабри
нанту пропил полученные за работу деньги. 
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· Н. А. участвовал танже в образовании первого 
потребительского общества в Москве, которое тоже 
просуществовало недолго (несмотря на первоначаль
ный громадный успех) благодаря растрате, сделанной 
главным приназчином. 

Н. А. познакомился с братьями Фишерами-Бори
сом Борисовичем и Георгием Борисовичем (впоследствии 
женившемся на Софье Николаевне Вейс, основатель
нице женсной нлассичесной гимназии в Москве). 
Б. Б. Фишер был увлечён вопросом о народном обра
зовании и составил записку о необходимости учрежде
ния в Москве Общества раепространения технических 
знаний. Эта записка обсуждалась совместно с Н. А. 
и А. И. Чупровым. Она явилась исходной точной для 
основания существующего и теперь Общества распро
странения технических знаний, разнообразно развер
нувшего свою деятельность. А. С. Семичева передала 
Обществу свою шнолу, которая была превращена 

.... 
в женскую ремесленну10 школу, заведывание ноторои 

взял на себя Н. А., прежде в ней преподававший. 
Впоследствии эта шнола была преобразована в среднее 
учебное заведение, затем закрывшееся. Стараниями 
Н. А. и Г. Б. Фишера была затем устроена слесарная 
мастерская, преобразованная впоследствии в среднее 
техническое учебное заведение. В жизни Общества 
Н. А. принимал живое участие до своего переселения 
в Одессу. И сожалению, Общество потом уклонилось 
от первоначальной цели его учредителей~распростра
нения техничесних знаний в народе, -преследуя с 
б6льmим успехом общеобразовательные цели. 

В 1870 г. Н. А. сделал первое сообщение в Моснов
сном мате.матичесном обществе, напечатанное потом 
в «Сборнике» этого Общества под заглавием: «3аноны 
колебаний в неограниченной среде постоянной упру
гости», сдал магистерский энзамен и занимался под
готовкой магистерской диссертации. В 1871 г. он был 
избран доцентом в Новороссийский университет по 
кафедре физики. Это избрание обусловило его Пересе
ление в Одессу, где он в течение почти двадцати двух 
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лет читал теоретическую физину. В 1872 г.. он . ездил 
в Моснву для защиты магистерсной диссертации и здесь 
женился на нлассной даме 2-й женсной гимназии 
Елене Леонардовне, дочери пользовавшейся извест
ностью благодаря своему mироному образованию на
чальницы гимназии Елены Осиповны Новицной. 

В. 1874 г. умер отец Н. А., и в том же году Н. А. 
защитил в Моснве донторсную диссертацию под за
главием: «Уравнения движения энергии в телах». 
_·диспут продолжался оноло шести часов; поня1:ИЯ 
. о движении энергии и её плотности встретили сильные 
возражения со стороны оппонентов. В настоящее время 
эти понятия являются ходячими, и Н. А. считается 

· предшественнином работ Пойнтинга в том же· н~пра
_ влении (см. Auerbacl1, «Geschichttafeln der Physikt ). 
__ Теорема, данная Н. А., связывавшая величину энергии 
и с.норость её движения с давлением, подобная тео
реме Мансуэла о световом давлении, обратила на себя 
внимание заграничных учёных и -всноре после опу
блинования работы на немецном языке-была при-
"ложена одним голландсним учёным (Grinwis'oм) под 
названием «Loi de 1\1. Umo\Y» н соударению упругих ша
ров. Впоследствии, будучи уже профессором Мосн~всно
го университета и присутствуя в 1896 г. на юбилее лорда 
Кельвина в Гласго, он был :избран почётным членом Глас
госного университета, причём в числе мотивов избра.ния 
была уназана и его работа по движению энергии. 
_ В 1875 г. Н. А. был избран в энстраординарные, 
а в 1880 г. -в ординарные профессора Новороссийсного 
университета. В последнее звание он был предло~н 
годом раньше, но отказался от баллотировки, присоеди
нясь н представлению другого нандидата (по нафедре 
механи~-а1), В. Н. Лигина. 

Из Од.ессы Н. А. совершил три заграничных поездни, 
_слушая ленции Нирхгофа и Гельмгольца и участвуя 
в практичесни х з_анятия х no физи:не в Гейдельберге 
под руководством Нирхгофа. В результате этих поездок 
явило~ь устроiiство прантичесних занятий со студец
та:ми в Новоросси:йском университете. 
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_ ео· время своего пребыва:ния н Бердnне Н. А .. сооС
щил ·Кирхr~фу свою р~ооту о стационарном движ.ен1:и 
элеитричества в проводящих поверхностях произвоJп-

~ого вида. Эта р~бота; е упоминанием имени Н. А,-. 
и с изменением математичесного прпёма доказдтелL

.с.1ва, uослужила содержанием статьи 1-\прхгофа в За
писках берлинской Анадемии нау1.\. Ещё ранее Н. А. 
сообщил Кирхгофу свои идеи о движении энергии 
·в телах, и не исключается возможность, что данное Кирх
гофом определение луча I) было сделано им под · влия
нием сообщённых ему .иде.й. 

Во время своего пребывания в Одессе Н. А. сошёлся 
. с И. М. Сеченовым, И. И. Мечниновым, А. О. Кова
·девсним, В. Ф. Зеленским и Н. А. Головнинским. 
-Первые два вместе с Н. А. и его женой образовали те(
..ный кружок. Впоследствии Н. А. сошёлся с профес
:еором-экономистом-А. С. Лостниковым и Н. Л. Дювt~р
.нуа (церешедши-ми потом J;J Петербург). У А. С. Пост
.ни:кова Н. А. познаномился с будущим редакторlм 
. «Русских ведомостей» В. М. Соболевсним. 

!\роме чтения ленций в университете Н. А. ЧИТ[ л 
ещё ленции по физине на устроенных в Одессе публи~
ных нурсах по естествознанию и бы:т членом Новорос
.сиi'1ского Общества · естествопспытателей. 

В течение неснольних лет под нонец своего преr
быв~ния в Одессе Н. А. был членом комитета «Кога
новс:ки:х учреждениii» и затем его делопроизводителем" 
-Эти учреждения владеют неснольними домами в Одессе 
.и 800 десятинами земли при хуторе Болгарне Ананьев
сного уезда Херсонсной губернии, где имеется бога
дельня, больница и приют. -~iчрел-~дения пмеют целью 
.предоставлять дешевые нвартиры лицам и семействам·, 
посвящавшим себя труду, но по не завпсящим от вих 
.обстоятельствам впа1шим в седность. в домах им~ются 
.~24 1-\'вартиры, вмсщакщие 5Е2 номнаты, с населением 
·более 1200 душ. Одна нубичес:ная сажень помещения 
.с водо10 и чистной труб обходится _в среднем оноло 

.. · · · 1) К i r с h Ь о f ·r, Gfsarr,nн·lte Au1andlu 1 g( n, р. 156 (1822~411 
(П fUM. fед.) 
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3 р. 75 к. в год~ 3ем:ля сдаётся о:крестным землейлаДель
цам по недорогой цене. Эти учреждения уnравляются 
:комитетом, состав которого сначала был определ ён уtt
реждение:м в числе 12 лиц, с правом самопоnолнений. 

Н. А. был также членом Общества призрения по
р.очных детей и в 1891 г. принимал участие в завед:ы
вании убежищем. В связи с идеями этого учреждения 
им напечатан фельетон в «Одесском листке». 

Осенью 1893 г. Н. А. был переведён в Москву на 
кафедру физики, после того как она стала вакантной 
за выслугой лет проф. А. Г. Столетовым-. Здеёъ он 
встретил И. М. Сеченова, с ноторы:м у него сохранились 
прежние близкие отношения. Rроме лекций теоретиче
сной физики Н. А. читал опытную физику медикам 
и работал экспериментально в Физиологическом ин
ституте университета совместно с ассистентом физио
логии А. Ф. Самойловым, впоследствии профессором: 
Казанского университета 1). Позднее проф. А. Г. Сто
летов, продолжавший свои нурсы на физико-математи
ческом факультете, отвёл Н. А. комнату для его заня
тий в физической лаборатории. После смерти А. Г. Сто
летова в 1896 г. Н. А. стал читать и часть его курсов 
по опытной физике студентам физико-математического 
факультета и получил в своё заведывание часть физич€
сной лаборатории. 

Улучшившееся материальное положение Н. А. 
дало ему возможность совершить несколько :Поездок 

" 
за границу, имевших целью ознаномление с устрои-

ством физических институтов, что дало ему возмож
ность познакомиться с выдающимися представителями 

западной науки. В поездку 1896 г. он сделал три до
клада в заседании (19 июня) Французского физиче
ского общества. Тогда же им напечатана в Revue 
Scientif ique популярная стать..fI, посвящённая меха
нике Герца, под заглавием «La mecanique cartesienne~. 

Знакомство с . устройством физических институтов 

1) После О:ктябрьсной револкции А. Ф. Самойлов был про
~ессором биологичесного факультета Мосн. госуд. универси
тета. (Прим. ред.) 
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-на западе дало Н. А. возможность, совместно -с проф. 
-А. П. Соноловым и П. Н. Лебедевым, принять деятель-
·ное участие в составлении плана и постройне обширного 
-Физического института в Москве. Наблюдение 3а по-

._. u •• •• " 

строинои п преренания по ее поводу в учрежденнои стро-

ительной :компссии брали много времени и сил у Н. А. 
Незадолго до онончания постройни и переезда в но

вый обширный Физичесний институт, от одного из про
фессоров физи:ки R попечителю учебного округа посту
-пило заявление об отнятии у Н. А. небольшого поме
щения, которым он заведывал в старой физической лабо
ратории. Попечитель переслал бумагу в фанультет, в 
котором, несмотря на её поддержну одним из извест
ных профессоров-естественнинов, она была отвергнута. 

В новом институте Н. А. получил в заведывание 
физический кабинет и небольшую лабораторию, а также, 
после выхода в отставну проф. В. Ф. Лугинина, и пере
несённую туда его термическую лабораторию. Между 
Н. А. и В. Ф. Лугининым ещё всноре после перехода в 
Москву установились близние отношения, и Н. А. под
держивал мысль о передаче лугининсной лаборатории 
Мосновс:кому университету (одно время В. Ф. (,11 угинин 
предполага:1 передать её ltиевсному политехнинуму). 

Неснолько физичесних институтов запада и прин
ципы, поло1:кенные в осноnу их устройства, описаны 
Н. А. в особой записке, поданной университету и остав
шейся неопублинованной 1). 

Н. А. был избран непременным членом Общества 
любителей естествознания, антропологии и этнографии, 
а танже членом Мосновсного общества испытателей 
природы; президентом: этого последнего он состоит 

с 1897 г. Он был в числе учредптеJ1ей ~!основсного 
педагогичесr;ого общества и состоял председателем его 
физичесного отде:~ения, а затем, по уходе проф. П. Г. Ви
ноградова,- неноторое время и председате:~ем Общества. 

1) Умов подразумевает здесь «Доклад о сооружении физи
чесного института при :мосRовсRои университете», наnечатан
выi в посмертном издании сочинений Умова, том III, стр. 
577-594, М., 1916. (Пpuww,. ред.) 
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Педагогичесное общество устроило съезд· препода
вателей естественных науи, на нотором Н. А. со своим 
помощнииом, талантливым II. Ф. Усагиным, устроил 
выставиу физичесиих приборов в таном виде, что при
сутствующие имели возможность производить опыты 

·И демонстрировать заионы природы. 

Н. А. сблизился с приват-доцентом университета 
-по метеорологии Георгием Карповичем Рахмановым, 
-ноторый задумал издание научного журнала. Этот 
·журнал под названием «Научное слово) стал выходить 
-с 1903 Р. под редаицией Н. А. Издание объединило 
·нружон учёных, но в то время в обществе интерес 
·направлялся по преимуществу н политическим вопро

.сам и задачам, и в момент его наибо.лее сильного подъ-
ёма, в 1906 г., журнал должен был преиратить своё 
,существование, принеся значительные убытии изда
·телю, ноторый под фирмою «Издательство Научное 
Слово» перешёл и изданию отдельных весьма ценных 
и :выдающихся монографий. Издания Г. 1\. Рахманова 
отличались и отличаются содержательностью, изяще

ством и дешевизной. 

В 1902 г. н Н. А. по реномендации: проф. 11. Х. Озе
рова обратился за советом Христофор Семенович Ле
·денцов, весьма состояте;~ьный челоnен, по поводу 
своей заветной идеи -учредить Общество, ноторое 
имело бы своей целью содеiiствие научным отнрьrтиям 
и исследованпям в области естествознания, содействие 
изобретениям и усовершенствованиям в сфере технини 
и. нанонеu, содействие иепытанию и проведению в 
жизнь научных и техничесr--а1х изоGретений и усовер
шенстnог,апнii. На осуществ:1ение подобного Общества 
Х. С. Леденцов желал псжертвоnать сnоё нрупное 
состоянпс, проетиравшееся, нан Оf\азалось после его 

смертп в 1907 г., до двух миллпонов рублей. Обсуждая 
вопрос, Н. А. и Х. С. Леденцов остановились на мысли 
объединпть в предполагаемом Обществе труды пред-
-ставите;~еii естествознания, техни1~и и общественных 
~ нругов и поставить его под по1~ровите:тьство Моснов
еиого университета и Мосновс1{оrо техничес«ого учи-
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:~ища. Был составлен черновой проент устава, после 
,его Н. А. направил Х. С. Леденцова и бывшему в то 
. .время дирентором Техничесного училищ~ проф. Се
.Мену Андреевичу Фёдорову, принявшему живое уча
стие в задуманном деле и его осуществлении. Обще-
ство отнрыло свои действия в 1909 г. Замедление в 
_утверждении, устава произошло от необычност.и суще-
ствования Общества при двух учреждениях. Н. А. 
_состоит товарищем председателя этого Of щества, а с 
.1910 г. -и редантором его органа-«Временнина•>. 
_Общество оназало значительную поддерж1'у продол-
жению научных работ профессоров, ушедших из Мр
сновсного университета весной 1911 г., и их ученинов. 

В это же время Н. А. устранился от университет
сной жизни, пренратил свои ленции в университете 
и отназался от заведывания физичесним набинетом 

. .и лабораторией, сохранив за собою лишь заведывание 
~термичесной лабораторией В. Ф. Лугинина нан по 
~своим связям с ним, таи и не желая предоставить раз

-рушению труды и жертвы её основателя. 
С уходом из университета Н. А. отдался двум Об

.ществам-Испыта теJiеЙ природы и Обществу содей
_ствия успехам опытных наун и их прантичесних при

менений имени Х. С. Леденцова, и ноторым присоеди
нилось в 1912 г. ещё третье -Общество изучения и рас
пространенпя физпчесних наун, избравшее Н. А. 
своим председателем. Нроме того, Н. А. состоит в числе 
учредителей и членом совета «Общества научного 
института» в ~Iоснве. В денабре 1912 г. Н. А. был пред
..сед~телем 2-го ~Iенделеевсиого съезда в Петербурге. 

П родолwая свои теоретичесние занятия, Н. А. пepe
·J:Iec 'свои энсперимен1альные работы в любезно предо
_ставленное ему проф. Петром Петровичем Петровым 
,помещение в лаGоратории нрасильных веществ при 
lflосиовсиом техничесном училище. 

Н. А. пришлось слушать в университете тольно 
норотеньний i-;ypc по элеитростатине у nроф. А. Г. Сто
ll~това (прантичесиих занятий по физине в то времп 
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не имелось), таи что изучение теоретичесной физини 
велось им самостоятельно, вначале при уназаниях 

проф. И. В. Бугаева, по трудам Ламе, Rлебша, Rлау
зиуса; это отразилось на первых его работах, насав
mихся вопросов упругости и термодинамини. 

Когда Н. А. стал преподавателем теоретичесной 
физини, ему пришлось составлять нурсы, ноторые ли
тографировались студентами. Преподавание опытной 
физини в ~Iосновсном университете повленло за со
бою составление нурсов опытной физини, ноторые сна
чаJiа л~,:тографировались, а затем печатались студента
ми (в ограниченном числе энземпляров); ему пришлось 
танже переделывать и значительно дополнять первона

чально написанные нурсы по теоретичесной физине. 
К работам Н. А. в области энспериментальной фи

зини относятся опыты из области света, обратившие 
на себя внимание; ему принадлежит и введение в упо
требление металличесних энранов. С 1905 г. в течение 
неснольних лет им разрабатывались энспериментально 
явления хроматичесной поляризации, в области ното
рых им установлена связь между абсорбцией света 
телом и поляризацией света, рассеиваемого его поверх
ностью. Здесь им выработан метод спеитрополярисно
пичесного определения природы онрашенных тел и 

уназана его приложимость н определению природы 

несамосветящихся небесных тел. 

В своих популярных статьях он обращал вн:Имание 
на борьбу с предрассуднами, незамечаемыми людьми 
и связанными с представлением о неизменности природ

ной обстановни, в ноторой живёт человечество. Про
водя принцип эволюции, Н. А. развивает мысль, что .. 
естественные предложения природы становятся все 

более и более недостаточными для жизни человечества, 
._, 

ноторое должно создавать среди старои новую природу, 

соответствующую его изменяющимся потребностям. 
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ЗАКОНЫ KO.ЛEБAHIIfl В НЕОГРАНIIЧЕННОЙ 
СРЕДЕ ПОСТОЯННОI1 УПРУГОСТJ!I 1) 

Задачи о но;~еuаниях поперечных и продольных 
в средах постоянной упругости решаютсп независимо 
одна от другой. Наглядность п успешность исследо
вания зависят от прпведснпя основных дпффереициаль-: 
н'Ых ураnненпi'r I\олеGаппй t\ nпду, соотгетствующему 
условпям вопроса. Ес:пr мы Gудем относить положение 
точен пространстnа н тро1\ной спсте:\-1е ортогональных 

поверхностен, из I-\оторых одна ееть поrерхность волны, 

то предвидптся nозмоао1ость самым разделением задач 

упростить осноnпые ура вненпя и опреде:rить произ

n()льные фуннцпп 11ли пропзnольные постоянные, вве
дённые интеграцией, с по~1ощью данного состояния 
начальноil волны. 

Чтобы осуществить эти предriоложения, мы должны 
были начать с исс;;~едоnания общих свойств волн в сре
дах постоянной упругости и поверхностей, н ним орто
rона:тьных. l\'lы приходим, меа~ду прочим, н двум тео-
ремам: · -

Е с.1и выберем за па рам:етр во:тны отрезо1.;. Jiyчa ме
жду начальным п пос:1с;::~.уюппr:м по:~оiнением волны, 

'l'O её дпфференцпальный параметр п~рnого порядна 
есть велпчина постоянная и равная 1 во всём про
странстве. 

Дифференциальные параметры первого порядна по-

1) Впервые напечатано в Мате.\шrичес:ком сборнике, т. 5\ 
1870 г. ( f/ рим. ред.) 
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верхностей, ортогональных и волне, пропорциональны 
её радиусам нривизны. 

Другая часть исследования насается определения 
по данному виду волны поперечных :колебаний, ею рас
пространяемых. Вводя в основные дифференциальные 
уравнения :колебаний избранные нами :криволинейные 
координаты, мы получаем уравнения для поперечных 

колебаний, приравнивая нулю: во-первых, :колебание, 
нормальное и касательной плосности, и, во-вторых, 
члены, имеющие коэффициентом квадрат снорости про
дольных· колебаний. Приведение найденных выраже
ний к онончательному виду и их интеграция соста
вляют .содержание этого отдела. 

Между прочим, мы приходим н таним занлючениям: 
Волновые поверхности могут быть разделены на три 

группы. 

R первой относятся поверхности сферы и :круглого 
цилиндра, допуснающие прямолинейную поляризацию 
по той или другой линии кривизны. 

Ro второй относятся поверхности, допус:кающие 
прямолинейную поляризацию по одной из линий :кри
визны. Таи, поверхности вращения, за иснлючением 
указанных выше, допус:кают прямолинеirную поляри
зацию в меридиональной плосности, но не в перпенд:и.
нулярной. Поверхности цилиндрические, за иснлюче-

.., 
нием круглого цилиндра, не допус:кают прямол;и:неи-

ной поляризации в плос:кости, параллельной образую
щей, но тольно в перпендинулярной и ней. 

Н третьей относятся все остальные поверхности, 
не допускающие прямолинейной поляризации ни по 
одной из линий :кривизны. 

Поставленная нами задача решается для среды по
стоянной упругости и плотности не беснонечно малой.. 
Распространение же найденных выводов на световые 
:колебания при неноторых особых предположениях 
помещено в :конце настоящей статьи. 

Третья часть исследования занимаетсл вопросом 
о продольных :колебаниях. Здесь мы пришли и выводам, 
полученным Пуассоном иным путём. 
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Наше исследование имеет непосредственное прило№е
ние н явлен!JЯМ зву-nа и н явлениям нан hолебан~й 
поперечных, тан :и продольных в средах неограничен

ных или в телах, ограниченных поверхностями, при-
..... 

надлежащими . н одному и. тому il\e семепству волн. 

1. ИССЛЕДОВАНИЕ ОБЩЕГО ВИДА ВОЛН 

§ 1. Поло1кен~е точек пространства, наполненного 
средою постояuной упругости, мы будем относить н трой
ной системе ортогональных поверхностей, из ноторых 
одна представляет 1r1Ую поверхность волны. 

Параметры трёх семейств ортогональных поверхно
стей будем означать бу:нвами r, р 1 , р 2 , причём r мы 
будемu постоянно считать параме!ром семейства поверх
ностеи, к ноторому принадлежит волна. 

Означим через Н, Н1 , Н2 обратные величины диф
ференциаnьных параметров первого порядна поверхно
стей ~' 1) 1, 112 • Означая, далее, через dsi элемент нор
мали н поверхности 1-' i' мы имеем 1): 

dsi=Hidf11• (1) 

Означал, далее, через r{ радиус нривизны поверх-
.... 

пасти t1i, соответствующии линии нривизны si, мы имеем: 

1 1 8111 1 1 дН2 ) ;;- == - н н 1 др ' r'' = - liH 2 др ' 
f 1 1 а11], 1 1 ан 

(2) ---
дрl '~ = - НН1 др1 

\ " - Н1На ' r1 ( 

f 1 1 ан 1 1 дН1 -- -
Н2Н1д?~ 

. J rJ. HJH др~ ' r' 2 

1 . 
Кривизна - дуги Si, ортогональной н поверхности Pi, 

Pi 
даётся формулой 

1 1 1 ---+-2. - • • • 

Pi (rj)2 (rj)2 
(3) 

' 

1) См. L а m е, Le~ons sur les coordonnees ~нrviligoees; etc. 
3 Н. А. Умов 
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Нанопец, услов•е орrоrовальноети выра)нается сле
дующими шестью уравнениями с чаетными производными: 

. а-!1 = _.!_ он ан1 + 2- ан ан2, ) 
др.а~ · Н, Р1 дt>а На др, др1 / 

д2Н1 _ 1 дН1 дНа + !.._ QH1 дН 

дрsдр - На др2 др Н др др3 ' 'j 
а•н2 _ _! анs ан +_!_ан. ан1 . 
"др-Ьр1 -- ll др Ор1 Н~ др1 др ' J 

J 

(4) 

(5) 

1 2. Приложим приведённые выражения к случаю 
волны, рас.простравяющейся в среде постоянной упруrоети. 
Её поступательное движение совершается с пос1оянвой 
споростью, следовательно, если представим еебе два бесно
нечно бливних положения волны, то отрезни нормалей ds, 
занлючающиеся между ними, будут величинами, посто
янными для всех точен волновой поверхности. Ита1', 

а 
·• - 1ds) =О дрl \ ' 

а -(ds) =0 
Вр, , 

или, Qбращаясь R уравнению ( 1), 

ан 
-=0 
д?~ . (6) 

Эте - gсвовт.1е уравнения в нашем исследовании. С их 
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помощью уравнения (2) Дают: 

1 1 дН1 1 1 дН2 1 ? = -11ь 1 ор ' r11 = - 11н. др-' 

1 1 дН2 1 
-' =- --0 } (7) 
r'' Н1На дr1 ' - ' 

1 r1 
1 1 1 1 дН1 - ==0, -=- J r' ЕаН1 др, 

. 
ra 

1\р:ивизпа _!_ дуги s будет по уравненйям (3) и (7): 

" 
1 1 1 
Z ={---; + (-)S =0. 
р r 1.1 rJ 

(8) 

Этьт результат известен: линйЯ s, ~ресечение пЬhерх
ностей р J и iJ 2 , есть прямая, нормальная к поверхностям ~; 
эта нормаль имеет 3Десь значееие луча. 

Отсюда вытекает естественный выбор параметра р. 
Qн мон~ет представлять отрезок луча меж.и;у некоторым 
вача;1ьным и настоящим положением волны. 

При таном выбgре ds = de и по уравнению (1) имеем 
N=1. 

И таи, мы имеем теорему: 
Если приним&ем за параметр волны отрезан луча 

liemдy начальным и последующим положением волны, 

то её дифференциальный параметр Первого порЯдRа 
есть во всём пространстве величина nостоянпая и рав
ная 1. 

§ 3. Выражения (4) и (5) вследствие уравнений (6) 
преобразуются в следующие: 

д1Н1 1 дн~ дНа • а•я, _ 1 ан1 ан1 (9) --=---- - ----, 
др.iдр Hj a~j др ' др др1 li 1 дР1 др 

а!__ дН1 д_! дf!а l н др 
=0, н д(J .-=:о, 

др др 

f 
(10) 

д~дЯ1 0 
_!_ дНа 

Н2 ~~2 + ! 1 др1 + __!__ ая 1ан1 ~ 0 
дра др1 1-.1. а др i) ! . J 

" 
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Из двух первых уравнений (10) находим: 

а!;'=НР, 8~"=HQ, ( 11) 

где Р и Q означают фуннции, не зависящие от ~. Под
ставляя эти выражения в формулы (7), находим: Н 1 = -Pr', 
Н 2 == - Qr", т. е. диффе~енциалъные параметры пер
вого порядl\а поверхносте_и, ортогональных н волне, 

пропорциональны ·радиусам: кривизны волны: 

Интегрируя выражения (11) и означая "!ерез Р1 и Q1 
две новые фун-кции, не зависящие от р, получаем: 

Й1 =Р ~ /{ dr+P 1; H2=Q ~ Hdp+Q1 • (12) 

Подставим выражения ( 11) в уравнения (9), получим: 

1 ар 1 ан1 • 1 aQ 1 ая 2 ( iЗ) 
Q др l == н 2 дра ' р apl == н 1 a~l • 

Подставляя в эти выражения величины Н 1 и Н 2 
из уравнений (12), мы преобразуем их в следующие: 

дР1 дQ1 

Ql df>2 • р 1 др1 ( 14) 
Q = дР ' р= дQ. 

др2 дрl 

Подставляя выражения ( 13) в последнее из уравне
ний (10), мы находим: 

(15) 

J;I таh, условия ортогональности рассматриваемой си
стемы поверхностей заhлючаются в уравнениях (6), ( 12), 
-(14) и (15). -

§ 4. Мы переходим :к исследованию некоторых част
ных видов дифференциальных параметров первого по
рядна поверхностей р, р1, ~ 2 -

а) Предположим, что поверлность р есть пове рхн,ость 
-в ращения,. Принимая ось ~ращения за ось z, называя 
через r расстояние точRи поверхности от оси, через 

" ~ 2 - угол меридиональных плос1\остеп с постоянною 
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плосностью, через р 1 -параметр поверхностей, пересе

нающих поверхности р и ~ 2 под прямым углом, мы . 
имеем, полагая р постоянным: 

r==f(p 1), x=rcosp2 , y=rsinp2 , z=p(r 1). 

Замечая, что (ds 1) 2 = (dr) 2 + (dz) 2 == [ф (\1 1) dp 1] 2 , мы 
находим по уравнению ( 1): 

Н i = aas1 == ф (Р1)· 
?i 

Точно таи же имеем: 

н as~ 1' др:г 
2 == д? 2 = д?2 = r. 

Следовательно, Н 1 и Н 2 н поверхностях вращения 
не зависят от параметра меридионСt.льных плоскостей. 

Ь) Рассмотрим ц11лuнд рические пове рхностu. Возьмём 
ось z параллельно образующей. Rоординату z примем 
за параметр плосиостей, нормальных н оси z. Пара-

.... 
метр плосностеи, параллельных оси z и нормальных 

н поверхности цилиндра, ноторую принимаем за поверх

ность р, означим через р 1 • 

Имеем, полагая r постоянным: 

от:куда находим: 

В обоих случаях (а) и (Ь), нан легно видеть, 
первое из уравнений ( 14) обращается в тождество, 
и уравнение ( 15) сводится н двум последним членам. 

Нан пример цилиндричесной волны расс1нотрим 
эпицинлоидальный цилиндр. 

Представим себе (рис. 1) в среде постоянной упру
гости два равных неограниченных нруг лых цилиндра 

А и В. Оба цилиндра образуют по лин1п1 MZ узную 
щель, параJ1лельную их осям и через ноторую вытеf\аК}Т 

нолебания в пространство, находящееся перед цп,)11пr
драми. От этой щели побегут нолебания, огибая Д<1 1.1'-
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ноторой ТQЧRИ L оцин и~ цилиндра~ и затем ~спро
страняясь по насатеJiьной к нему LQ. Таким образом, 
от М Z побежит цил:индричес~ая вол~а, сечение Jiоторой, 
перпендинулярное к образующей, представит кривая PQ. 
Эту последнюю мы можем себе представить происшед
шей от движения конца н:Qти MR, навёрнутой на ци-

z 

А 8 

Рис .. 1. 

линдр В u затем развёрты:ваемой при постоянном на
тяжении. Длина этой нити может быть принята за па
раметр р, так нак все нолебания, одновременно вы
шедшие из MZ, будут одновременно прибывать к раз
личным поверхностям р. Для- некоторого мu:мента сече-· 
ние волны будет P'Q', для другого P"Q" и т. д. Если 
примем радиус цилиндров равным 1, угол М О L - за 
параметр р 1 касательных nлоеностей N LQZ', нормаль-
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.... 
ВЬIХ к ВОJiне, то геометрические своиства волвы пред.-

tтавятся уравввн:ия:м.и; 

отнуда 

х = 1 - cos р 1 + ( р - р i) sin Р1; 
у= sin р 1 + {?-Р1) cos Р1; z = р1 , 

Н"= 1. 
с) Исследуем поверхность, для иоторой 

~-Ql 
р - Q. 

Означая это отношеWlе черев р., мы вах~им из урав
нений (14): 

дР1 
Р1 др 1 • 

Р = дР' 
др2 

Интегрируя, подучаем: 

~1 
= ~ (Р1), 

етнуда 

Р. =ер (р1) = f (Р2)· 
Это равенство возможно, если только р. постоянно. 

Поэтому уравнения (12) примут вид: 

H1 =P[~Hdp+11-]; H2 =Q[~Hdp+11-]· 
И из уравнений (2) мы находим величину кривизв 

пове.рхвосжи р: 

f t ! 1 
;:;- = - S Н dp + µ ' r" = - S Н dp + µ. ' 

т." е. оба радиуса нривизны равны между собою в на
ждой точке поверхности р и не изменяются при переходе 
от одной точни к другой. Следовательно, в рассматри
ваемом. случае поверхность р есть сфера. Сюда rке от
носится случай 

~· = const, t = const, 
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если одно из уравнений ( 14) не обращается тождествен
но в нуль, что приводит и нруглому цилиндру. 

Если мы примем Н = 1, получим: 

Н1=Р(р+'11); H 2 =Q(p+tJ-). 

Вместо р + !-1 мы можем поставить просто р при усло
вии, что при р=О будет Н1 =0, Н2 =0. Тогда 
Н1=Рр, H 2 =Qp. 

Принимая р2 за параметр меридиональных плосно-
.., 

стеи, р 1 - за параметр :конуса широты и р - за радиус 

сферы, мы ;получаем из в~ражений ( 11): 

Н=1, 

Следовательно, 

Р= 1, Q = cos р 1 • 

d) Исследуем Поверхность волны р, :когда одна 
из величин Р1 или Q1 обращается в нуль. Примем 
Qi =0. 

Rривизны поверхности р определяются из уравне
ний (7), и мы находим: 

1 р 1 1 . 
r-, = - _P_f_H_d_p_+_P_1 ' rп - -f Hdp' 

отнуда занлючаем, что один радиус :кривизны есть ве

личина, постоянная для всех точен поверхности р, дру

гой }Re ~величина переменная. Следовательно, поверх
ность р имеет вид канала, образованного движением 
центра сферы постоянно1'0 радиуса r'' по некоторой :кри-
вой в пространстве. · 

Так кан Q1 =О, то из уравнений (14) мы находим, 
qто Р 1 не дол}RНО зависеть от 1-·2 и Q не должно зави
сеть ОТ Р1· Поэтому нривизны поверхностей r1, Р2 будут 
по вы раже ни ям ( 7): 

1 
н =0, 
ri 

1 -=0, 
r2 

1 1 аР 
r~ = - QH~ др2 • 

Отсюда занлючаем, что поверхности р 1 представляют 
ряд плоскостей. 
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е) Явления диффракции. При своём движении волна 
может встречать препятствия, ноторые она должна 

огибать, или отверстия, через ноторые может прониннуть 
только часть волны. Нан в том, так и в другом случае 
явления изменяются, ибо изменяется самый вид волны. 

Предположим (рис. 2), что J J' представляет по
верхность волны в наной-нибудь момент времени . 

. N 

Рис. 2. 

1if N представляет препятствие. Линии а, а', а", а'" 
представляют направление нормалей н волне. В нено
торый момент волна принимает полоiнение Q М, за тем 
Q' М' ]", ибо движение распространилось и в простран
стве М' М N. Сечение поверхности М' J" плосностью, 
нормальною н ребру препятствия М N, есть дуга нруга. 
Следовательно, эта поверхность принадлежит н разряду 
исследованных в ( d). Излагаемая ниже теория попереч
ных нолебаний: даёт возмоi:-:ность по данному виду вол
ны определить законы колебаний, происходящих на её 
поверхности; а следовательно, опредеJ1яя дифференци
альные параметры первого порядна ортогональной: си

стемы, в:кw1ючающей поверхность Q' М' J", вставляя их 
в найденные выше дифференциальные уравнения с част
ными производными и интегрируя их, мы решим задачу. 
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Пусть J J' (рис. 3) представляет снова на11алъное 
положение волны и М N: - отверстие. Легно видеть, 
чrо одним из послецуюших положений волны будет 
00'0"0'", где 00', 0"0'" суть поверхности, оnределёв
ные в (d)" Такой случай решается, нак и предыдущий:. 

Метод изыснания заноиоIJ диффранции" здесь пред
ложенный, пред~тавл·sет к своему осущес:rвл-ению многие 

трудности, заключающиеся преимущественно в разрыв-

J' 

о IJ'" 

О' О" 

Рис. 3. 

носrи всех или некоторых диффереuциалъвых. парамет
ров первого порядна ортогональJ;IоЙ системы~ В этой 

u u 

раарывности занлючаетсц ос.новнои ха рантер явцаuии 

дJффраицпи. 
§ 5. Мы переходи~· н иссдедованию изотермичесцих 

поверхностей. Предположим, что. поверх1,1G>сть вол.вы есть 
~ и 

цо~jерхность иаотермячесl\ал и р - ее т0рмомеtрI1.:ческии 

H·Hj 
1 а ~. 

параметр. Означая через Л2 Pi = HHiHa apii диффе-

ренциа.uьвый параметр второго порядна, фуннции р1 , 
и~еем: Л2 р =О, таи иан р есть параметр термометри.че
СRИЙ. Следовательно, 
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О'JНуда 

Вставляя в это выражение величины Н2 , Н 1 из урnn
нений ( 12), находим: 

Это выражение должно существовать для всякr1х 
р, р 1 , р2 • Мы можем удовлетворить ему при двух прел
положениях: 

1 

1) ~ Hdp= -gH2; 

где g постоянное. 

2) ~ н dp '""'g/f. 

Рассмотрим первое предположение. Мы находим: 

Предполагая, что Р и Q не обращаются ~ -цуJ11.,_ 
мы находим из двух последних уравнений: 

След-<:>~ательно, расQматриваемая поверхцQст,ъ есть 
сфера. Величина Н, выражеШiая термометричесним па
раметром, будет: 

и танже 

g!Q 
Нз==--. 

р+с 

Ее.пи же мы примем Р ::::::- О, то должны будвм при
нять или Р 1 =О, то,..есть // 1 =О, что невозможно, или 
Q =О, но тогда равенство Р 1 Q1 = О даёт или Р 1 -=О, и11п 
Q1 =О, то-есть опят:{> или Н 1 =О или Н 2 =О, что не.
возможно. 
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Рассмотрим второе предположение. Оно влечёт за 
собою 

PQ=O, 

Здесь возможны два случая: 

р .=0, Q1 - О или Q =О, 
Примем последнее. Из уравнений ( 12) имеем: 

H1 =P~Hdp, H 2 =Q1· 
Но 

Следовательно, 
р+с 

Н1 = g Ре g ; 

Тан нан Q =О, Р 1 =О, то из 

ар =0 
др ' .2 

следовательно, 

'-' 

уравнении 

дQ1 =0 
а") , 

,1 

( 14) находим: 

Обращаясь н уравнениям (7), мы находим следующие 
выражения для :кривизны поверхностей р, р 1 , р 2 : 

1 1 1 
-=- -==0 
r' r +с ' r" ' 

ge g 

1 
-н=О, 
ri 
1 

- ::::= О, 
r2 

1 
-=0, 
ri 
1 -- ==о. 

r
, 
~ 

Отсюда ясно, qто расс:м:атрпваемая поверхность ееть 
не что иное, нан нруглый: цилиндр. 

Итан, пз всех изотермичеених поверхностей то.льно 
плосиость, сфера п нруглый цплиндр могут быть поверх
ностями волны. 
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§ 6. Исследование поверхностей (1, ~ 1 , ~2 , ногда две 
из них, например р и ( 1, или все три изотермичны, 

представляя случай более частный, чем предыдущий, 
не требует более определения вида поверхностей, кото
рые не могут быть иными, чем сфера п круглый цилиндр, 
но сводится к определению функции Р и Q или Р и Q1 , 

удовлетворя1ощих новым условиям:. 

Мы рассмотрим тольно случай тройной изотерми
ческой системы ортогональных поверхностей, параметры 
ноторых r, р 1 , р 2 будут термометричесними параметрами. 
Здесь R условию 

!!_(НаН1)=О 
др\ н 

нам нужно прибавить 

а (_!!_а!!__)=:-: О, .!!__ ( Н1Н) =О 
др1 Н1 дра HJ. . 

Эти условия для сферы примут вид: 

~1 (~-)=о, а~, (~)=о. 
Следовательно, отношение !l. есть величина 

р 

1 
стоянная, которую означим через Р. Ита1', 

н = - g2P Н2 = - ц• р '" 
1 р+с' р+с р 

Уравнение ( 15) будет здесь: 

2 а2 l n р + ()2 ln р р2 о 
р др~ a~r -t- = . 

по-

Частные интегралы этого уравнения будут иметь 
вид 

Ае~ а 

или 
1 + Ве2 ; ' 

или 
cos ь~ 1 

где е есть линейная функция относительно р 1 , р 2 • 

Для полного определения вида фуннцnй р' р]' f12 

нам следuвало бы заняться интеграцией нового ряда 
дифференциальных уравнений с частными производными, 
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nырАжающими завис~rмоtть нриволиней·вы-х «оординат 
от nрямол:инейных. flo так кан подобй:Ые вычйсленил 
G1d1IИ бы излишни в настоящ~м исмедовании, то мы 
огрt~ничимся прййедеnпем из~стных резульtnтов. 

Означая qерез r paдlfyc tферы, через rр-широту 
л 9 - долtоту, имеем: 

l 
р --- -- , r 

l 
н =--=-->. 

Р1 ' 

r dp 
-Pi = ~ cos ~ ' 

н ........ Н _ l ~os' 
1- 2- . 

Р.а 

Для нруглого цилиндра мы имели: 

... u 

При новых условиях, вводимых свойствами 
ттзотермичесной системы; мы получаем е.щё: 

троинои 

_ан1 ~О, ан. == о. 
др1 ар. 

Но 
р.+с 

H 1 =tPe11, H 8 =Q1, 

следовательно, 

Р = const, 

11. ЗAKOIILI ПОI1ЕРЕ'ЧНЫХ КОЛЕБАНИЙ 

§ 7. Дифференциальные ааноны колебанllй в средах 
постоянной упругости имеют в крnволинейных ноор
дnна тах следующи:ii вид: 

ав __ аг _ л + 2(-' н 1Н1 iO__ !_ Н 11 _a1R 

1 ар. дР1 - ~ н ар !.!. i 2 ata ' 

ar _ал= л+2~ _н~н ае _!_ 902 a
2R1 } (i) 

др др, 1' Н1 др1 1' дt• ' 1 
д~ __ ~== ~--t: 2µ НН1 дб _ ~ Н Н .~!1] . 
др1 дР 1-1 _ Н J др 2 µ 1 iJt2 J 

Здесь R, R1 , R2 суть слgгающие нолебаний по нор
малям к Пойерхnостям р, r1, r• 2 • Величина 0 есть куби-
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чесное расширение, Л и р.- постоянные поэффициенты, 
В- плотность. Кроме того, 

а~ а R1 aRa 
О= Н + Н1 + Н2 _ _!_ [!..:1- R + дq _R__i+ дq &__ ,

1 
, 

др др1 др2 q др Н др1 Н1 др2 Нз (2) 
1 

q=нн н ; 
1 а 

д (R1H 1) _ д (R2H2) = Н1На А ) 
др1 дрl н ' 1 

а (RaH 2 ) _а (RH) _ H<J.H В t (3) 
др дрj - Н1 ' { 

д (RH) _ д (R1H1) = НН1 Г 1 
др1 др н 1 • J 

Мы начнём с приложения этих уравнений :н ноле
баниям поперечным. 

Так нан поверхность р есть поверхность волны, то 
для определения законов поперечных нодебаниil остаётся 
поло.жить равным нулю продольное колебание R и нуби
ческое расширение О, чтобы из выражений ( 1) исчезли 
члены, зависящие от снорости распространения про

дольных нолебаний. 
Означая скорость распространения поперечных :ноле

баний через ю, мы получаем из выражений (1), (2) 
• ( 3) следующие: 

ав _ аг _
0 

ар, ар1 - ' 

аА ав 
(4) 

(5) 

(6) 



48 H.A.VMOB 

Эти уравнения с частными производными предста
вляют зависимость между видом волны и поперечных 

,_.. Lt •• 

нолеuаннп, происходящих на ее поверхности. 

§ 8. Интегралы предыдущих выражений могут быть 
даны в ьи;~е ряда: 

(7) 

в :кота рых суммирование происходит по индене у r:t и 

(8) 

~ u u '-' ~ 

и а может оыть деиствительнои или мнимои величинои. 

Следовательно, 

В этих выражениях R~ и R~ суть функции, удовJiе
творяющие уравнениям с частными производными (4), 
(5), (6). 

Подставляя их в эти уравнения вместо R 1, R2 , при
равнивая ну.аю ноэффициенты при ешо.t и е- wa.t и обозна-

а. а. б чая амплитуды ui, l)i воо ще через и, v, получаем: 

дН~v _ н1нj А'. дН~v 
др1 - lI ' др 

_ дН1и = НН1 Г'· 
др На , 

(9) 

fj В' дГ' д i'' аА' ----=0· ----= -HH2 a2u· 
др~ дрl ' др др~ ' 

дА' дВ' 
--==:-HH1 ~ 2u; 

дрl др 

(10) 

а .!!:__ д _}}__ 
1 [ дr1 ~+ дq 0= Н1 + Н2 ~.] д?1 apJ q д?1 Н1 др2 ( 11) 

1 
q= 

НН1На • 

Здесь А', В', 1 ' суть фуннции А, В, i,, в ноторые 
вместо R 1 , R2 подставлены и, i:. 
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§ 9. . ~" <fеренцируем уравнения ( 10) последовательно 
по р, 1) 1, f 12 , замечая, что Н не зависит от 11 1 , р2 , потом 
складывая их, находим: 

-
8

8 
( Н 2и) + 

8
8 

( Н i l;) = О. ( 12) 
Р1 Р~ 

Означал через ф произвольную фуннцию от r1, 1) 1 , ;) 2 , 

мы находим: 

(13) 

Иi1й 

dф 
U= - ds

2 
' 

где ds 1 , ds2 суть элементы нормалей R поверхностям [1 1 , 

1· 2 • Следовательно, амплитуды поперечных нолебаний 
представляются производными одной и той же фуннции 
по элементам линий нривизны, перпендинулярным н их 
направлению. 

Легно видеть, что эти выражения обращают в тож
дество уравнение ( 11), в ноторое преобразуется уравне

и 
ние ( 12), :когда заменим Н 2и через Н 2Н 1 Н 

1 
, Н 1 v че-

v 
рез fl 2Н 1 Н .з , таи что остаются толы\о уравнения (9) 

и ( 10). Из последних уравнений тольно два суще
ственны, в чем легно убедиться, подставлял величины 

и и v из уравнения ( 13) и производя надлежащие 
дифференцирования. 

Вследствие выражений ( 13) уравнения (9) и ( 10) 
примут вид: 

_!_(Н1 дф)+ ~сн2 дф)== -- Н1На А', 
др2 На др:а др1 Н1 д?1 Н 

_!_(Н2 дф)= Н2Н В' !_(Н1 дф)= НН1 l'; 
др Н1 д?1 Н1 ' др ff1. д~~ Н2 

(14) 

дГ' дА' дф - ------== а.2н-' др • дра др2 

дА' дВ' дф 
- - --= -H2r:1. -- ' 
дрl др дрl 

(15) 

' Н. А. 'Умов 
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и общий вид интегралов будет: 

Urt д7t 
R 1 = --..... -, R"-- · os1 дs1 ' (16) 

'lt = }J (фа.еюа.t + ф~е-ооо.t)" 
(J. 

§ 10. Мы будем рассматривать уравнения с частными 
прои3водными (13) и (15) нан две системы, интегралы 
ноторых должны быть И3ыснаны. 

3аймё:мся определением величин А', В', Г' - инте-
1·ралов уравнений (15). Тап нан тольно два И3 них 
существенны, то :мы должны составить ещё третье 
уравнение ·с частными прои3водными. Его полуl!ИМ, диф
ференцируя уравнения (14) последовательно по р, р 1 , Р1 
и. снладывая их. 

Находим: 

~сН1Н2 A')+~(J!.'JH В')+~ (Н1Н Г')=О.(i'7) 
др Н 8р1 Н1 др;1 На 

Интегралы уравнений ( 15) мы можем себе предста ... 
вить состоящими из двух частей. Одна А", В11 , Г", 

u 

предна3наченная для удовлетворения этих уравнении, 

когда вторые части равны нулю, и другая А~, в;, I ~, 
назначенная для удовлетворения полных уравнений ( 15). 

Мы находим, о3начая через F' не:которую функцию 

aF1 
вп_ 
-а-· Р1 

(18) 

Теперь для величин в;, г;, А; мы можем выбрать 
выражения наиболее простые. Примем: 

В'=!!!_\ Н дф d · Г'= ~а1 

( Н аф d·· А'=О. (19) 
• 11- ~ дрl р' • ~ J ар, r' е 

Фупнции А", В", Г" и не3ависимо от них А;, в;, r; 
должны удовлетворять уравнению ( 10), отнуда получаем: 

_!!_ (Н1Н2 дF') + ~ СН1Н. дF') + ~ ( Н1Н aF~ )=О. 
rip Н др др1 Н1 др1 д~~ Hii др1 

(20) 
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И затем, полагая 
Нф= дО 

др ' (21) 

вс.педствие чего выражения (19) будут: 

в, - 2 дQ r, - 2 дО 
e-CI. -д ' е-а. 8 ' 

Р1 Р~ 
А;=О, (22) 

ваходим уравнение с частными производными для фунн
ции О: 

а (HsH ~)+_!__( Н1Н ~)-о (23) 
др1 Н1 др1 др1 На дра - • 

Кроме найденных условий, ноторым должны подчи
ниться фуннции F' и О, мы имеем ещё другие, ноторые 
найдутся, вставляя в уравнение (14) величины А', В', Г'. 

Находим: 
-

а ( н1 a•Q ) а ( н. a•!l ) ) 
дрj н.н др др:1 + ар Н iH д? др1 = 

1 Н1На дF' =- ар. н 

( 
(24) 

а ( н. a•!l ) Н2Н д: (F' + а.20), ар Н1Н дрдР1 = Н1 2 

1 !_ ( Н1 а•2 ) = Н1Н __!__ (F' + 112О). J д~ Н 2Н др др1 Н1 др~ 

Если продифференцируем первое И3 этих уравнений 
с частными производными по р и подставим в него 

первые части двух последних уравнений (24), оно предста
вит сумму уравнений с частными производными ( 20) и ( 23). 
Итак, И3 трёх уравнений (24) тольно два существенны. 

Полагая Н = 1, означая через Л2 дифференциальный 
параметр второго порядна от неноторой функции и через -
д2- ра3ность этого параметра и его первого члена, т. е. 

д2= [_!_ (Н1Н2.!_)+_!_(~..!.-)+ ) 
др др . дрl н 1 др1 1 

+ _!__ с н 1 _.!._ ) ] 1 ' ( 25) 
дрJ На дра Н1Н1 ' f 

л. == [ ~ с~ _!__) + ~ с н 1 _!__) J 1 1 др1 Н1 др1 др, Н, др1 Н1Н1 ' J 
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находим следующие уравнения с частными производ

ными, интеграция ноторых содержит решение исследуе

мого вопроса: 

!___с На д2Q ) = Нз _!_ (F' + а.2О), 
др Н 1 др дра Н 1 др1 

Ф= дО • 
др 

Одно из уравнений (26) может быть заменено 
дующим, получаемым из них обоих: 

[ 
l Н1 J [ Н1 l 3- а•о а n Н. + _!___ a•J Bln Н. _

0 
др2 др др1 др дР1 др др.3 др - • 

(26) 

(27) 

еле-

(28) 

Общий интеграл уравнения д2Q = О может быть вы
ражен помощью произвольных фуннций. 

Означим через L 1 и. L интегралы дифференциальных 
уравнений 

н 2 v - 1 dp2 + н 1 d~l =о 
(29) 

и через 0, 0 1 - две произвольные фуннции; имеем: 

(30) 

Умножая выражения (29) на интегрирующие множи
тели, приравнивая их dL и dL 1 , находя производные 
от Q по переменным ? и р 1 , ноторые входят через L и 
L 1, мы легно убедимся, что уравнение Л2Q =О тожде
ственно равно нулю. Следовательно, интегрируя урав
нения Л2F' =О и подставляя найденный интеграл 
nместе с выражением (30) в уравнения (26), мы опре
делим вид фуннций. в и 8 1• 

Частный случай. Приложим найденные фор~улы 
1\ сфере. 
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Принимая Н=1, Н1 =р, H 2 =pcosp 1, находим: 

(31) 

~ 
do1 v 

где "t = _!._______, есть термометричеснии параметр нонусов 
cos р1 

широты. Следовательно, 

дL -О дL1 =О 
др - ' др • (32) 

Поэтому подстановка величины О в уравнения (26) 
даст нам, после лёгних преоб раэований и полагая 
t:1-H 1 =V: 

(33) 

Рассмотрим случай F = const, что по первому из 

уравнений (24) требует, чтобы и д2 (~:)=О. 
Уравнения (33) удовлетворяются частным предполо-

жснием 

a2v 
ар2 - a.2v ==О, 

ноторое мы распространим отдельно на наждую из фуни

ций 0 и 01. 
Означая через /C.J.), ф(а.), /~а.), ф}1.) произвольные фунн-

ции, где а. есть индекс, по ноторому производится сум

мирование, находим интеграцией и обращая внимание 
на значение фуннций t) и Н 1: 

Отсюда 
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и по уравнениям ( 13) вел~ина амплитуд будет: 

и= - у=-1 (f a.) (L) + Аа) (L1) е~Р + 11 
~ cos р1 

+ ф(а.) (L) + ~\а.) (L1) е-11р] l 
сов Р1 ' 

v = -~ [/(о) (L) - fia.) (L1) еа. + [ 
р сов Р1 + ф(•) (L) + Ф1•) (L,) е-• ] . j 

cos Pt 

(36) 

Итак, в рассматриваемом случае амплитуды нолебаний 
обратно пропорциональны расстоянию от центра сфери
ческой волны. Следовательно, живая сила или напряже
ние колебаний обратно пропорционально квадрату того же 
расстояния. Величина р, входящая в показатель, указы
вает на зависимость фазы от р и при а мнимом войдёт 
под знаки синуса и :косинуса. Ноэффициенты при пока
зательной функции указывают на зависимость амплитуды 
от наклонности луча к двум основным плоскостям. 

Положение этих основных плоскостей может опре
деляться каними-нибудъ условиями или же остаётся не
определёнвым. 

В последнем случае, представляя себе, что эти 
плоскости, оставаяеь друг к другу нормальными, про

бегают в весьма коротиое время все азимуты, получим 
колебания, которые будут совершаться в иаждой точие 
по всем направлениям; мы назовём их естественными 
в отличие от нолебаний поляризованных, имеющих место 
при определённом положении основных плоскостей. 

Действительные и мнимые части выражений (36), 
удовлетворяя независимо основным дифференциальным 
уравнениям нолебаний, должны быть отдельны друг 
от друга. Ниже мы дадим для сферы выражения более 
общие, но онончательное их исследование будет пред
ложено во второй статье. 

§ 11. Подставля~ величины А ', В', Г' и'з уравне
ний (14) в уравнения (15), мь~ находим после приведений 
JI сокращений: 
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(37) 

Если интеграл этих уравнений будет nредставлев 
рядом 

rде zt есть фуннция инденса i от ~ и 1ii есть фуннция 
инденса i от р 1 , ~ 2 , nричём наждый член ряда отдельно 
удовлетворяет уравнениям (37), то первое из них рас
падается на три уравнения, вообще говоря, не тожде
ственных. 

Действительно, аамечая, что 

Н1 
а ln н;. Р Q 

др = Н1-Н1, (38) 

означая через 8 величину ~ Н d," через р и q - отноше-
Р Q . 

ния J, Q1
, мы преобразуем первое из уравнений (37) 

в следующее: 

[ 
1 1 J a~:i а [ 1 1 ] д р1 2 н+р- в+q др1аР!. +дрz ~+Р- t1+q ар-+ 

+ д [ 1 1 J д?i 0 др} в+р - e+q др~= • (39) 
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Производя указанные дифференцирования, размещая 
члены по нисходящим степеням t+ и замечая, что ноэф
фициенты при них не зависят от р, аанлючаем, что 
наждый из них отдельно обращается в нуль, отнуда 
и получаем следующие выраiнения: 

а2 pi а ri а а/ а ) 
2 (р- q) др1 др2 + др2 а~1 (р -q) + др1 др2 (р- q) ===о, 

д2рi дрi [ др дq 1 
(р - q) (р + q) д?1 др~ + др2 q

2 д?1 + Р2 дрl + 
+ д?i [ др - дrz] =О 

др1 q дD !. р др ' (37') 

()2~i д / ( 2 др 2 дq ] 2pq(p-q) др1д?:а +др q дрl-р др~ + 
д ?i [ д Р - дq ] = О ) +др q дрl р дрJ • 

Ч acmnыii случай. Исследуем условия, при Rоторых 
предыдущие выраiнения обращаются в тождество. 

Означая через GF частную производную от F по одной 
из переменных р 1 , р 2 , мы находим из предыдущих урав-

.., 
пении: 

'( ) 2qap-pдq 2"' ~ 
6 р- q = -:= q ир - р2 vq. 

p+q 

Это тройное равенство заплючает два разлиЧНJdХ: 

(p-q)o(p+q)=O, (р - q) 8 (pq) =о. 

Эти последние возможны при двух условиях для р и q: 

или р =- q, ИJIИ р = const., q == const. (40) 

Rан то, тан и другое приводят нас к сфере, если 
ни одно из уравнений (14) не обращаете.я в тождество. 
lio при последнем из условий ( 40) можно избежать 
равенетва р = q, а следовательно, с.лучая сферы, тольт.:о 
но~ ·да оба уравнения ( 14) обращаются тождественно 
в нуль, и тогда уравнения ( 15) поиазывают, что поверх
ность волны будет в этом случае Rруглым цилиндром. 
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Объинтегрируем уравнения (37) для сферы. Первое 
из них тождественно обращается в нуль, и та:к нан 

н 
а ln If 

а~ 1 = О, то последние два уравнения по интеграции 

дают, полагая Н = 1, заменяя Н1 , Н2 их величинами 

и а через а. V - 1 : 

;;~ 1- p•~Q [а~. c~;t,) + a~l (~;;,)] + а2ф =0. (41) 

Означая через р число целое, мы удовлетворим 
этому выражению, полагая 

ф == ~ z(p)(f(P), 

где суммирование производится по индене у р и ЧJ( Р)' 
z(P) суть функции-первая одного р, вторая одних ~i' 
~ 2 , удовлетворяющие дифференциальным уравнениям: 

a?.z(P) + z(P) / о.2 Р (р + 1)) =О 1 
др2 \ р2 ' 1 

~ {Р ар<Р)) + ~ ('Q др(Р)) + р (р + 1) PQ(r/P) =0. 1 
др2 \ Q д?2 / др1 Р ир1 J ' J 

(42) 

Полагая в первом из этих уравнений z(P) = fJ • f(P), 

где f(P) есть фуннция одного р, мы преобразуем его 
в следующее: 

азj<Р) + ~ дj(Р) + j(P) (а.2 - р (р + 1)) = 0. (43) 
др2 р др р2 

Интеграл этого уравнения известен. Полагая, и~1енно, 

2 

J(p)= ~ cos(a.i'sinx)cos2p+1xdx, 
о 

имеем, означая через С и В две произвольные постоян
ные: 

z( Р) =- р Р + 1 J < Р) (С + В М). ( 44) 
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В § 4 было указано, что для сферы при известном 
выборе координат 

Р= 1, 

Подставляя эти выражения во второе из уравнений ( 42) 
и означая sin l1i через cr, находим: 

дr(р) д"р(Р) 
д (1- с;2) --

да дрl 
др + 1 _ 01 +p(p+1)PQ'P<P>=0. (45) 

В случае полной сферы функция ЧJ<Р > дола,на оста
ваться нонечной для всех значений переменных р 1 , р2 ; 
она не должна изменяться, ногда р 2 возрастает на одну 
или неснолько онружностей; переменная р 2 должна 

~ 

исчезать при р 1 = ± 2 . Фуннция су<Р>, удовлетворяющая 
всем этим уело иям, известна и имеет вид: 

р 

rp = 2J PCi) {а -i cos (р- i) v2 + bp-i sin (р - i) р1 }, (46) 
о р 

rде 

p-i 

P(l) = (1- 2) 2 [ i - t (t - 1) i-2 + 
Р а с; 2 (2р - 1) а 

+ t (i - 1) (i - 2) (i - 3) i-4: - ] 
2 · 4 · (2р - 1) (2р - 3) а · · · · (47) 

Зная ЧJ(р) и z(P), мы знаем функцию ф, из которой 
дифференцированием получаем амплитуды и и v. 

§ 12. И нтег рачия в случае ко.аеб аиий по одн,ой из 
.я,ин,ий 1i,рuвизuы. Существуют многие волновые поверх
ности, допуснающие нолебания по одной из линий кри
визны, приqём на всей волновой поверхности колебания 
по другой линии кривизны не существуют. Та.кие коле
бания мы будем называть прямолинейно поляризованными 
по одной из линий кривизны, причём плоскость поляри
зации мы считаем перпендикулярною н плосности ноле

баний. 
Чтобы отыскать условия, иоторые должны быть 

ВJа!цолнены, нам остаётся положить или R i или R~ 
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раввыми нулю. Мы примем .последнее. Следовательно, 
в уравнениях (9) и ( 10) нам нужно nолоil\ить v =О, 
вследствие чего они преобразуются в следующие: 

ан1и=н1н1 А' О=В', _ан1и=НН1г'· (48) 
др1 Н ' др Н1 ' 

аг' аг' а А' а.А' 
-=О, - -- = -НН2~2и - =0· (49) 
др1 др дрJ ' дрl ' 

а_!!:_ 
О- Н1 _1aq ~ 

- др1 q др~ н 1 ' 

t 
(50) 

Полагая в этих уравнениях Н = 1 и дифференцируя 
уравнения ( 49)- первое по р. второе по р 1 , третье по &Jt, 
находим: 

дН2и =О. 
др1 

Означая через ф фуннцию р~ и р, имеем: 

1 
и= На ф. (51) 

Подставляя эту величину в уравнение (50), находим, 
что оно обращается в тождество. 

Подст-авляя величину и в уравнения (48), находим: 

aH1rfl 
~2 =Н1Н2А', 
Ра 

[ 
аН1] Н1 дrfl На 1 ' 

или На дРа + ф дра Н1Н1 =А ' 
Н1 (52) 

а Н1 rfl 
Н2 _Н1Г' 
др -н 1 ' 

а~ а In н 
или _';JJ + ф 2 = -Г'. 

ар . ар 

Дифференцируя последнее из этих уравнений по р 1 
и обращая внимание на первое из урf'внений- ( 49), 
имеем; 

д" ln Н1 
__ Н_2_ 0 
др д~~ - ' 

(53) 
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Вот условие, которому должна удовлетворять поверх
ность волны, чтобы нолебание по нормали н поверх

ности р 1 могло не существовать. 

Раскроем это условие. Мы имеем: 

или, означая 

имеем: 

а ln Hi 
На 

др 

а21 Н1. ан" н ан1 

(54) 

n Н а ( ·' ) 1 д·'· Hi а+ 2 а ___ 2 _ _ 11 _ _'t' _ ~ Р1 Р1 _ 0 
ар apl - apl Н1Н2 - Н1Н2 Вр1 HfHi - . 

Или, подставляя вместо Н1 и Н2 их величины, 

[PQt 2 + (P 1Q-t- PQ1) р + P1Q1] ааф _ 
?1 

- -~ ГL (Р дQ +QдР) ?2+ 
дрl дрl 

+ f Р1 ~Q + Q -- i + paQ + QдР) р + Р1 дQ1 + Qi дР11 =О. 
\_ 0Р1 др1 др1 др1 др1 др1 

Сравнивая ноэффициент:ы при различных степенях fi, 
находим: 

Отсюда 

~ ф у 
д- а a-

PQ =О· P1Q + PQ1 =О· P1Q1 =о (55) 
дрl ' дрl ' дрl . 

Означая череа /,, f-1 две фуннции, зависящие от 
одного р 2 , мы удовлетворпм предыдущим уравнениям, 

полагая 

(56) 
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Но мы видели в § 3, что 

дQ1 

Р1 ВР1 
-р= дQ. (57) 

др1 

Подставляя в эти выражения 
уравнений (56), мы находим: 

величины Р1 и Q1 из 

от нуда 

дР1 

," = др2 • 
г дР ' 

др, 

р 1 _ fL 
р -г, 

(58) 

А это свойство, нан было доназано выше (§ 4, с), 
принадлежит одной сфере, если толь.ко одно из урав
нений (57) не обращается в тождество, например первое, 
что возможно, когда 

дР =0 дР1 =0 или дН1 =0 
ар. ' д?2 ар 2 • 

Но при настоящих условиях равенство ; 1 = !' = з• 
тем не менее остается, и так нан Р1 и Р, а следова-

Р 
тельно, и Р 1 не зависят от р2 , то f-1 = cons t. , и мы снова 
приходим н сфере. Чтобы избежать этого частного 
случая, мы должны предположить, что второе из 

уравнений (57) обращается в тождество, что возможно, 
ног да 

дQ 

а-=0, Р1 

ибо второе из уравнений ( 56) даёт: 

дQ1 = aQ tJo" дQ! =о. 
ар1 ар1 ' д?1 

ИтаR, 
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Первое иа уравнения (57) даёт вам: 

1 ал 
1& = а ln р дра + л . 

а,:& 

Дифференцируя это выражение по р1 , получаем: 

az ]n р ;::: о, 
др2 др1 

Следовательно, д.ля этих поверхностей мы имеем: 

Н i = f (р2) ч> [(Р1) Р + Л (P2)J,} 

Н 2 = f:1 (Р2) [р + Р. (112)] · 

(59) 

(60) 

(01) 

Легко убедиться, что эти выражения обращают 
в тождество последнее из уравнений (49). 

Обращаясь н уравнениям (7), мы находим следующие 
u 

в~личины дпя :кривизны ортогональных поверхностеи: 

1 1 1 1 
7 = - р + Л(Р2) ' r" = - Р + 1А ( Ра) ' 
t -.=0, r1 ..!. =о, (62) 

'1 
t 
- ==0 ra ' 

t /' (Ра) [р + Л (pz)] + f (Р2) Л' (Ра) . 
r = f (Р2) [р + Л (Pz)] • 

Следовательно, поверхность с параметром ~ 1 есть 
плосность. Ни один из радиусов :кривизны других 
.поверхностей не изменяется с переменой р 1 • Для всех 
то•1ек пересечения поверхностей р и р2 :кривизна этих 
поверхностей не изменяется. 

Итан, поперечные колебания по одной линии нри
nи3ны могут совершаться только на поверхности волны, 

ха рантеризуемой выражениями ( 61), и притом эти ноле ... 
банил перпендикулярны :и плос~остям, параметр кото
рых есть р 1 , т. е. поляризованы в этих плосностях. 
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К рассматриваемым поверхностям относятся поверх
нооти вращения и цилиндры. Для них 

дН1 _О· дНа -0 (63) 
дрl - ' дрl - • 

Следовательно, для цилиндров, за иснлючением нруглого, 
нолебания могут совершаться тольно параллельно обра
зующей; для поверхностей вращения, за иснлючением 
сферы и нруглоrо цилин;цра, - толь:ко перпендинулярно 
меридиональным плосностям. 

Чтобы колебания :могли совершаться и по другой 
линии нривизны, необходимо, чтобы одновременно с 
условиями (63) существовали ещё условия, ноторые, 
нан легно убедиться, выполняются тольно сферой или 
нруглым цилиндром. 

Отсюда занлючаем, что на поверхностях вращения 
и цилиндрах нолебания могут совершаться тольно 
цо одной линии нривизны, положение ноторой нами 
уже уназано. 

То же самое мы снажем и о поверхностях (61), 
таи нан, чтобы нолебание могло происходить по другой 
линии нривизны, мы дошли бы до занлючения, что Л и f..L 

должны быть фуннциями ~ 1 , но они должны быть 
и фуннциями ~2 , следовательно, Л = const., r- = const., 
и мы впадаем в случай сферы или нруглого цилиндра. 

Теперь остаётся исследовать самый вид поперечных 
нолебаний. 

Подставляя величины А' и В' во второе из уравне
ний (49), ноторое одно осталось неудовлетворённым 
находим, полагая Н = 1: 

(64) 

Подставляя в это выражение величины Н 1, Н2 (61 ), 
легко видеть, что оно не будет содержать р 1 ~ 

Полагая в этом: уравнении 
н 
н~ Ф = :., (е5) 
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преобразуем его в следующее: 

(66) 

Итак, решение вопроса зависит от успешности 
интеграции этого уравнения с частными производными. 

Предыдущее исследование даёт нам возможность 
разделить все волновые поверхности на три группы: 

а) Поверхность волны и соответствующая ей орто
гона;1 ьная система не удовлетворяют условиям (61). 

Эти поверхности не допуснают прямолинейной поля
ризации ни по одной из линий кривизны. 

Ь) Изотермичесние волновые поверхности. 
Эти поверхности не допускают прямолинейную поля

ризацию, безразлично, по той или другой линии нри
визны. 

с) Поверхности, удовлетворяющие условиям (61), 
за иснлючением изотермических. 

Эти поверхности допуснают прямолинейную поляри
зацию в плосностях, принадлежащих семейству ортого
нальных поверхностей. Прямолинейная поляризация 
в IIлоскостях перпендинулнрных невозможна. 

111. КОЛЕБАНИЯ ПРОДОЛЬНЫЕ 

§ 13. Обращаясь к основным дифференциальным 
уравнениям колебаний в § 7, мы заметим, что когда 

u. 
умножим их на t = ш2 , они будут содер;нать члены, 

из которых одни имеют ноэффициентом квадрат сно
рости и поперечных нолебаний, другие-квадрат скорости 

ifЛ+2l б .., 
О= у ~ продольных ноле ании. 

Первые члены в случае нолебаний продольных 
должны исчезнуть из уравнений, и мы получаем первую 
группу: 

ав_аг _ 0. 
др~ дt>1- ' 

аг _ал_ 0. 
ар ар. - ' 

аА ав_ 0 
др] -ар-- . ( 1) 
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Таи нан поверхность ~ по нашему выбору есть по
верхность волны, то в уравнениях § 7 мы должны 
удержать одно нолебание R и приравнять нулю ноле
бания R 1 и R 2 , совершающиеся в плосности, насатель
ной и волне. Вследствие этого находим, по:~агая Н = 1: 

Тан нан А= О, то уравнения (1) примут вид: 

ав _ аг =О, ~, == 0 ав = 0 . ( S) 
др2 д?1 др ' др 

Умножая первое из уравнений (2) на Н 1Н2 , диф
ференцируя по ~) и обращая внимание на уравнение ( 4), 
находим: 

(6) 

Раснрывая его, находим: 

(7) 

Но по уравнениям (2) 0 1:е зависит ни от р 1, ни 
от (J 2 • Следовательно, означая через oF частную про
изводную от фуннции F по одной из пере~непных ~ 1, 

[' 2 , мы получаем пз уравнения (7): 

(8) 

Подставляя в это выраrкение велпчппы Н 1, Н2 , 
найденные в § 3, приравнивал нулю I\оэффициенты 
при различных степенях ~1, мы находим следующие 

усл овил, ноторым: должна удовлетворять волновая 

5 И. А. Умов 
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поверхность, распространяющая продольные ко:Iебания: 

~ ~ с :1 ) + :i О с i ) = О; 
i о С:.)+ :

1 
o(i,)=o; t(:J+в(i,)=o. 

Последние два уравнения дают: 

р Q р Q 
Р1 . -Q1 ==а, Р1 + Q1 = Ь, 

где а и Ь - величины постоянные; отсюда 

р 

т= const., 
1 

Q_ 
Qi - const. 

Но мы знаем, что подобные соотношения имеют 
место тольно для сферы, нруглого цилиндра и пло
сности. Отсюд1 занлючаем, что 

одни изотерми'Ческие волновые поверхмсти могут 
распространять колебания п родолъные. 

И тан, если поверхность сотрясения или начальная 
волна не принадлежат к поверхностям изотермичесних 

волн, то вблизи их :колебания происходят смешанные; 
но на значительных расстояниях во.Тiна приближается 

._, 

н впду однои из изотермических волн, и в явлении 

обнарул~иваютсн нолебания продольные. Это занлюче
ние было выЕедено иным путём Пуассоном. 

Нам остаётся объинтегрировать приведенные диффе
ренциальные уравнения для сферы. 

Для сферы в ноординатах, уже нами употреблённых, 
мы имеем: 

д20 2 &0 1 д2(~ О дА ==О 
др2 + р др - g2 дt2 = ' дрl ' 

88 =О· (9) 
др2 ' 

в== - t ~R' 11 = cos Р1 aaR, 
cos р1 ирJ р 1 

0 = Р~ :Р (Rp2
). 

(10) 

Подставляя величиnы В и l 1 в уравнение ( 5), полу-

( 11) 
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Мы удовлетворим первому из уравнений (9), полагая 

а20 + а.2020 =О ач~ + !. &0 а.20 =О. ( 12) 
дt2 ' д~2 р д~ + 

Эти выра.а~ения удовлетворятся, если поло.iним 

А(а.) 

0 = ~ ~ cos ~ ( ш t - r) + ь< а.)), ( 1 з) 

где суммирование совершается по инденсу а.. 

Подставляя величину 8 в последнее из уравнений 
( 10), интегрируя и обращая внимание на уравнение 
( 11), находим: 

л<а..> . 
R = -L} ~ s1n а. (wt-r 1 ь<а.>) + 

А(а) 

+ L} а2 р 2 cos rJ. (шt - fJ + Ь(.1.)) +ер (р 1 1) 2 ). (14) 

Последний член этого nыраiненпп должен равняться 
нулю, ибо при р = со будет R =О. Второй член вто
рой части выраiненпя R отпадает для r различных, и 
нвадрат амплитуды, т. е. напряiнение звуна, изме

няется обратно пропорционально :квадрату расстояния. 

Ме.rнду тем нвадрат а:"пrлнтуды :нубп ... 1есного расши
рения следует тому .il\e занопу для nсяь:ого f1. Все эти 
выводы были получены Пуассоном иным путём. 

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПРЕДЫДУЩИХ ВЫВОДОВ 

§ 14. I-Iайденные нами выводы при неноторых усло
виях могут быть прплоr:кены н случаю, :ногда две 
изотропные среды разлпчпоii п~ттотности и упругости 

пронинают друг в друга. 

Первое необходимое условно за1~лючается в том, 
что одна среда должна обладать весьма малой плот
ностью и чре~вычайно Gольшоii унругостью сравни
тельно с другою. IIpn таноii постаноn1\е задачп легно 
доназать I), что сuлы упруf'оvтн- среды более плотной, 

1) Theorie nouvelle des on<1es lu ~iincпsгs, par :м. l3oussi
nesq. Journal de Liouville, 1868. 
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~ v 

развиваемые I-\олеоаниями весьма малои амплитуды среды 

менее плотной, слишком ничтоiнны, чтобы оназывать 
._. 

заметное деиствие. 

Второе условие занлючается в том, что взаимодей
ствие моле1~ул одной среды на моленулы другой преимуще
ственно занлючается в трении смежных моле:nул, раз

личающихся своими сноростями. Действие этого трения 
настоль:nо превосходит действие остальных взаимных 
сил между моленулами одной и дру~ ой среды, что 
последнее может быть опущено. Если означим через 
и 1 , v1 , w 1 перемещения моленул более плотной среды 
по осям прямоугольных :координат х, у, z, то слагаю

щие по осям силы трения, нан: доназывает Буссинесн, 
д2и д2v д2 wi 

будут , ,,:> 1 , w 1 , w 1 где р есть - 1) i ·- а t 2 , - ~J i а t 2 , - 1J i а t 2 , 1 

плотность среды более плотной и w- элемент объёма. 
Буссинесн называет изотропной среду, для котороii 

" уравнения движения не :изменяются от вращения осеи 

прямоугольных :координат наним бы то ни было обра
зом оноло их начала. 

Симметричною названа среда, для ноторой уравне
ния движения не изменяются при перемене направления 

одной из осей :координат на противоположное. 
При этих терминах общепринятое название среды 

:изотропной должно быть заменено названием среды 
изотропно-симметричной. 

Означая через А, В, С, D постоянные ноэффициенты, 
Буссинесн находит для среды изотропной, пренебрегая 
членами высших поряднов: 

- А ....L В ( av a.v) С aPJ DЛ 1 
U1 - U 1 дz - ду + дх + 2И, 1 

1 

t 
(1) 

J 
З:.~;есь и, ~-, w суть перемощения по осям молену::r 

среды :менее п:~отпоП и (::) - kубичесное расширение. 
;~:тя среды пзотропно-сп~гметричноii постоянное В= О. 
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Предполагая, что среда менее плотная, пронrп\ающая 
среду более плотную, весьма мало отличается по своему 
строению от изотропно-сим:м:етриqного, .которое бы она 
имела, будучи совершенно свободной, Бусспнее:к при
лагает к ее движению уравнения, данные t.Тiаме для 

'-' 

среды постояннои упругости: 

аэ д2и 
(Л + t-t) ах+ !J-Л2и +Хо= р at2 ' 

ав a2v ( ) ... + f-L) ау + f-L Л2v + У о == ~ а t 2 ' 

ав д2w 
p ... +t-t)az +t-tЛ2w+Zo=[Jat2' 

) 
1 
1 
~ 

J 
(2) 

в которых Х0 , У0 , Z0 должны быть заменены величи-
а2u1 д2t\ a2wl р е 

нами -р 1 дt 2 , - р 1 дt 2 , - (J 1 дt 2 . азвитие уравн -

нпй (2) и ( 1) приводит Буссинесна к весьма простому объяс
нению явлений светорассеяния, вращательной поляриза

ции и прочего, что побудило его ото,;ндест вить с ред у 
'-' ~ u 

весьма малои плотности и весьма оольшон упругости 

с эфиром, среду iне :конечной плотности и нонсчной упру
r ости - с весомыми телами, ноторые им проникаются. 

Означая через 't время одного I\О~'Iебания, Буссинесн 
находит для нвадрата снорости распространения попе

речных нолебаний выраiнение: 

µ ( f + 4Dт.2р1 _!.) 
Р + Р1А 1J. 't

2 
' 

что совершенно согласно с приближённой формулой, 
u 

даннои. опытом. 

Согласие изложенной теории с явлениями света 
побуiндает исследовать вопрос о значении найденных 

.., 
мною выводов в применении к тольно что изложеннои 

u 

теории световых явлении. 

С этою цс:.1ью мы займём:ся преоб разованиеы уравне
ний ( 1) 11 (2) в нриволинеiiные ноординаты. 

Пусть i', р 1 , р 2 означают параметры трёх ортогональ-
ных поверхностей, li = ~ , h 1 = ~ , li 2 == ~ - их диq:-

1 2 

ференциальные параметры первого порядна. Означим, 
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далее, через R, R 1, R 2 перемещения по нормалям 
и поверхностям ~1, (J 1, i'2 и пусть А, В, 1, имеют прежнее 
значение; F, F 1 , F 2 представляют слагающие по нор
малям н ~' (1 1 , r2 сил, деiiствующих на молекулу, 
и о, о 1 - плотности эфира и весомого тела. Мы имеем 1): 

F - 1 др х 1 др у 1 др z . 
- h дх"" 0 + !-i ау о+ h дz 0 ' 

F == _!_ д?1 Х + _!__ д91 у + __!_ &р1 z 
1 h1 дх о h1 ду о h1 дz 0' 

F - _!_ др2 Х + _!_ др2 У + _!_др а Z J 
2. - h2 дх 0 h 2 ду 0 h 2 д z "0 ' 

и = _!_ ~ R + __!_ Dri_ R + _!__ 8?2 R ) 
h дх h1 ах 1 h, ах 2

' 1 

v = ~ !1_ R + ~ ~?i R + _..!._ дра R \. 
h ду h 1 Dy 1 hJ. ду 2 ' f 

w = ~ ар R + _!__ ер, R + _!__ ар, R . 1 
h дz h1 дz 1 h!. дz 2 

) 

Означая через 

и = дv - д.v v -- д.v - аи w = ди - дv 
дz ау ' - ах f}z ' ду дх ' 

р = ~ih2 ( ~в _ ~) , ) 
/}, ар~ D?1 1 

Р = h2h ( аг _ аА ) 
1 h1 Dp dpJ. ' l 

р =h/11 с~-~) 1 
2 h2 д?1 dp ' J 

имеем: 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 

(7) 

1) L а ;n е, I-1eyo11s sн1· les coordoнnces curvilignes, стр. 259 
и след. 
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av _ aw = Р ~t + Р ар1 + р ar2 ) 
дz ду дх 1 дх 2 ах ' 1 

&W _ аи == Р ар + Р _?Р1_ + Р дr2 . 
дх az ау i ау 2 ау ' ( 

iJU _ av -p_IJP_ + Р ао, Р ар. 1 
ау ах - а z 1 а z + 2 а z • } 

(8) 

Нроме того, 

д д др д дР1 а др2 
дх === др дх + apl дх + др J ах • (9) 

Колебания молекулы эфира пprr высказанных выше 
предположениях представятся уравнениями, данными 

Ламе для среды постоянной упругости, 'которые в :кри
волинейных :координатах будут: 

О= (Л + 21-') ~:. -J-<P2 + ~: =:.а;~•. 
Здесь величины F, F 1, F 2 определяются с помощью 

уравнений (3), в которых Х0 , У0 , Z0 дол1нны быть заме-
... a2u1 ... a2v1 "' a2.,vt 

пены через - о 1 дt2 , -о 1 at 2 , - о 1 дt2- , а эти послед-

ние выражаются через и, v, w с помощью уравнений (1). 
Определим величину F. Так как r, rJ 1 , р 2 , h, ll 1 , h 2 

не зависят от времени, то вместо Х0 , У0 , Z 0 мы мо1нем 
вставить величины о 1и 1 , o11J 1, с 1w1 и взять от нонечного 
результата вторую производную по вре:~,1они. 

Так :как 

с ав +пл U==(C+D) аА Dcarv_ av) 
дх 2 ах + ау а z ' 

С ав + D д v = (С + D) а А + D cau _ aw) 
ду 2 ду дz ах ' 

С ~ + D л w == (С + D) !J'i + D ( av - аи) 
дz 2 дz ах ду ' 
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то равенства ( 1) будут: 

а~ caw av) \ и 1 == Ап + ВИ +(С+ D) а; + D ау - az ,, 1 

ar~ (аи aW) v1 ==Av+BV +(C+D) ду +D д:. -ах- , j (11) 

ari ( av аи) 1 w1 = ~4w + BW +(С+ D) дz + D ах - ау · j 
Подставляя эти величины вместо Х0 , У0 , Z 0 в выра

жение для F с помощью уравнений (4), (5), (6), (7), (8), (9) 
и замечая, что при различных ri, ~i 

~ ~Pi_ дРJ _ _ 0 
~ а; а; - ' 

где е есть прямоугольная ноордината' и 

( api ) 2 + ( ari ) 2 + ( api ) 2 = h~ 
дх ду дz 1

' 

(13) 

в ноторых суммирование производится по индексу r:1., и 

а2всt а2вr;. a2R(J. 
__ r 2nfJ. --2 _ a..2R(J, _2 _ , 2я(J. 
dt2 - r:J. ' дt2 - 1' дt2 - v.. 2 (14) 

и предполагая, что наrндый член RGt удовлетворяет урав
нениям ( 10), мы найдём таr-оне 

F = "jJ Fr\ F 1 = ~ F;, F 2 = ~ F;, 
причем Fa., F:, F~ получаrотся из F, F 1, F 2 заменой 

а2 
D выраженплх ( 12) знана -.~ коэффпциевтом (J.

2• 
ot· 
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Подставляя Ra., R~, я;, FJ,, F:, F: в уравнения (10), 
найдём: 

О= р, + 2(-1.) ar~" - ~ра. + 
ar 

+ 01r1.2 [ ВА"" +(С + D) а;~а. + DP""] - Н/,А a.2R". 

Если положим 

), + 21-L + а 1 ~2 (С+ D) = ),' + 2!1-', 

уравнения нолебаний примут вид: 

1 

(15) 
(16) 
(17) 

1 
О=(/!+ 211-') ~~;-р.' Р~ + ~ 1 r1.2вв -:~ o.2R~, ( (18) 

1 

о= (Л' + 211-') аа~а. - р.' pt). + 01~2 ВА- ~ a.2R(J., 

о - (, ' 2 ' ) а~ а. 'р '}. ~ 2в , l а' 2Ra. J -- л. + f1 -д -f.J. 2+01а. l -h-x 2· 
Q2 а 

Для среды изотропно-симметричесной В== О и уравне
ния (18) совершенно совпадают с теми, ноторые были 
положены в основу настоящего исследования. Итан, 
все найденные выводы одинаново применимы н явлениям 
света в телах однородных и притом в тех пределах 

приближения, ноторые име1от место для теории Бусси
несна. 

Квадрат снорости поперечных нолебаний будет: 

L - µ [ 1- r;1 .A.

2
D J (19) 

а' - а+ а1л Р· • 

Следовательно, на.1ндый из членов разложениi'I ( 13) будет· 
представлять колебание, распространяющееся с особой) 
ему тольно прnнадлеi!\ащей сноростью. 



ТЕОРИЯ·ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКИХ ЯВЛЕНИЙ 
В ТВЁРДЫХ УПРУГИХ ТЕЛАХ 

Разнообразие и сложность совершающихся явле
ний вынуi-ндают разделение действующих причин на 
отдельные группы с целью специального изучения. 

Таи начинает науна, но нан сноро исчерпывается ис
следование обособленных явлений, представляется воз
можностЬ с методами частных учений: перейти н теории 
более общей. Тольно таним путём можно пополнить 
неизбежно остающиеся пробелы при специальном изу
чении. Эти пробелы особенно ощутительны в тех слу
чаях, ногда требуется опытная поверна теории или 
опытное определение постоянных величин. Теоретиче-

- . 
сние представления, ставящие известную группу яв-

лений особня:ком от остальной -природы, без сомне
ния, могут иснать в опыте тольно своего прибJiизи
тельного подтверi-ндения, потому что теоретичесни по

строенная схема опыта в этом случае не может преду-
.... 

смотреть всех деиствитель но осуществляющихся яn;:ю-
.... 

нии. 

Нам на.rнется, что в настоящую минуту теоретиче
ская разработ:ка явлений упругости и теплопровод
ности подвинулась достаточно, чтобы набросать теорию, 
ноторая, исходя из пачала сохранения энергии, под

вела бы под одно обrцее учение яnленпя теплопро
nодности и упругости в твёрдых телах. Задача слиш
ном обширна II тан мало ещё разработана, что в наста-
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ящем труде мы могли дать толь:ко самые общие 
очерни. 

В трудах Томсона, Клаузиуса и Цейпера встре
чаются прило1кения механичесиой теории тепла н явле
ниям в твёрдых упругих телах. Но эти прило~ения 
ограничиваются частным случаем, когда твердое 

тело имеет одпнанову10 температуру во всех своих 

частях и все его частицы испытывают одинаиовые нор

мальные давления. Эти теории, основанные на эмпи
рических формулах, нроме неиоторых результатов, 

имеющих непосредственное приложение, дают толь

ио дифференциальные условия для функций, без зна
ния :которых вопросы остаются тольно намечен

ными. 

Обобщение взглядов, лежавших n основе этих при
ложений, настольно, чтобы дать возмоiнность построить 
учение, обнимающее собою разнообразие явлений 
упругости и теплопроводности, и составило нашу 

задачу. l\fы старались, по возможности, избегать 
гипотетичес:ких оснований, и те из них, :которые нами 
допущены, полол\ены уже в основы существующих 

теорий теплопроводности и упругости. Их методы дали 
._. 

нам возможность, не внося новых допущении, оправ-

дать все общпе выводы механичесно~1 теории тепла 
и её прилоJ-не1п1i'I :к телам твёрдым. Теории упругости 
п теп:~опроводности в том виде, :кан они былп разрабо
таны, явились частным случаем, достаточным для 

приближённого решения вопросов. 
Рассматривая неснольно групп явлений в их сово

:купности, мы неизбежно дол1нны были придти н выра
жениям более с:rожным, чем те, которые да1отся част
ными учениями. Рядом с подобным усложнением, 
естественно, является п большее затруднение в их 
разрешенип. 

Настоящее исс:~едование совершенно не затронуло 
nопроса об эл:rипсоидах упругости и теплопровод-

._. 

ности, их взаимном соотношении :и прочем, и целыи 

ряд вопросов общих и частных, которые па основании 
излагаемой теории могут быть решаемы. 
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1. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ВЫРАЖЕНИЕ МОЛЕRУЛЯРНЫХ 
И ТЕПЛОВЫХ ВЗАИМОДЕЙСТВИЙ 

Основания теории. 1. Мы представляем себе твёр
дое тело состоящим из материальных частиц, распо

ложенных на неноторых расстояниях друг от друга. 

Эти частицы настольно малы, что можно рассматривать 
их массы сосредоточенными в их центрах тяжести. 

Следовательно, изменения в форме тела происходят 
от различных перемещений частиц, от изменения 
расстояний между ними, но пространственные измене
ния в самих частицах могут быть пренебрегаемы. 

Из таного взгляда непосредственно следует, что 
нановы бы ни были взаимодействия между частицами, 
мы всегда можем рассматривать их пропорционалъ

нымп массам, потому что в нрайнем случае всегда 
моiнно ввести постоянными делителями массы частиц, 

или, если взаимодействие пропорцион:~льно объём!!м 
частиц, то плотность, под знани тех фуннций, ноторые 
выражают взаимодействие. 

Расположение частиц твёрдого упругого тела мо
жет изменяться или механичесними силами и давле

ниями или теплотой. Поэтому, исследуя· явления тер
мичесние и механичесние в их совонупности, мы при

нимаем, что взаимодействие между материальными 
ч·астицами тела слагается из двух частей: одно из них 
не зависит от термичесного состояния частиц и другое 

зависит от этого состояния. 

Первсе из этих взаимодействий мы представляем 
се( е механичесной силой, действующей по линиям, 
соединяющим материальные частицы, зависящей тольно 
от их взаимного расстояния. Эту силу мы будем на
зывать молекулярной силой. 

Второе взаимодействие может выражаться в двух 
явлениях: 

термичесное состояние частицы обусловливает ме-
._. 1 ... 

ханичес~ие денствия; мы приписываем их силе, деи-

ствующеп по линиям, соединяющим материальные ч&

стицы, и зависящей от расстояния между ними и от их 
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температур. Эту силу мы будем называть тепловой 
силой; 

термичесное состояние частиц обусловливает обмен 
тепла между ними. Этот обмен совершается по линиям, 
соединяющим материальные частицы, и зависит от рас

стояния между ними и от их температур. 

Эти три группы взаимодействий совершаются тольно 
на расстояниях весьма малых. 

Приведённые основания, за иснлючением пред-... 
положения о взаимодеиствии, направленном по линии, 

соединяющей материальные частицы, и зависящем от 
расстояния между ними, представляют простое пере

числение фантов. Ироме того, высказанные предпо
ложения д.пя сил молекулярных и теплового обмена 
приняты в общеизвестных теориях. 

Общее исследование взаимодействий. 2. Прежде чем 
выразить математичесни высказанные выше предпо

ложения, мы ун:ажем на общие определения и свойства 
взаимодействий, имеющих место между элементами 
твёрдого упругого тела. При этом нам придётся упо
минать положения, уже известные в пауr{е, и потому 

мы ограничимся только их указанием. 

Мы принимаем вместе с Коши следуюn,ее опре
деление силы упругости, испытываемой весьма мало:ii 

._. 

площадью, лежащеи внутри тела: 

«Сила упругости, действующая на весьма малую 
площадь внутри тела, есть равнодействующая nзаим:
ных сил всех частиц, лежащих с одной стороны пло

щади, на частицы, лежащие с другой, и направления 
которых пересекают эту площадь». 

Из этого определения ясно, что мы с одинановым 
правом можем говорить нак о моленулярных, тан 

и о тепловых силах упругости. 

Относительно упругих сил известны две следу1ощие 
теоремы RошиА 

1. Упругая cиJia, действующая на весьма малую пло
щадь внутри тела, есть равнодействующая упругих 
CИJI, действующих на проложенил площади на три 
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нание-нибудь ПJ1осности, проходящие через её центр тя
жести. 

11. Если две весьма малые площади внутри тела 
равны и имеют общий центр тя;нести, то слагающая 

упругой силы, действующей на первую по нор:малп 
но второй, равна слагающей упругой силы, действую
щей на вторую по нормали н первой. 

3. Этими теоремами мы тотчас же и воспользуемся. 
Представим себе, что через :материальную частицу М 
внутри тела проведены три весьма малых плосних эле

мента перпецдинулярно н осям х, у, z прямоугольных 
ноординат. Разлагая силы упругости, действующие на 
эти элементы, по направлению осей ноордпнат и относя 

их н единице площади, мы получим та:к называемые 

нормальные силы 

(1) 

и тангенциальные 

р ХУ' р XZ' Рух, Pyz' PZX' Pzy• (2) 

Первый бунвенный индене означает ноординату, 
н ноторой элемент пе рпендинулярен, а второй - ноорди
нату, по направлению ноторой берётся слагающая силы 
упругости. Каждая сторона весьма малого плссного 
элемента подвер1-нена действию двух противоположны~ 
по направлению сил упругости. Рассматривая три нание
нибудь плоение элемента, составляющие трёхгранныii 
угол, мы всегда будем рассматривать тольно те силы 
упру1·ости, ноторые действуют или па внутренние, или 
на внешние стороны плосностеii, ограничивающих этот 
угол. Rроме того, силу упругости, направленнjю н той 
стороне плосности, ноторая рассматривается, мы будем 
считать полоап1тельпой (давление); если же сила напра
влена от этой стороны, то мы будем считать её отрица
тельной (натя;кение). Эти знаиополо;нения, противопо
ложные принятым обынновенно в теориях упругости, 
введены намп, применяясь н зпакоположенпям механи

чесной теории тепла. 
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Булем означать буквами р и t молекулярные и те

пловые силы упругости. Будем считать положительной 
силу, стремящуюся разъединнть частицы, и отрицатель

ной - силу, стремящуюся их сблизить. 
Таи нан прилив тепла к телу в большинстве слу

чаев производит расширение, которое должно преодоле

вать взаимное притяжение между частицами, то вели

чины t мы будем считать положительными, а р-отри
цательными. Подобное знаноположение не исключает 
случая противоположного, таи каи положительное или 

отрицательное значение сил зависит, нан мы увидим, 

от знаков постоянных иоэффициентов, входящих в мате
матические выражения t и р. Таи каи сиаы упругости 
слагаются из сил тепловых и моленулярных, то мы имем: 

р хх = lxx - Рхх' Рур == ty У - РУУ' Pzz = tzz - Pzz' 

Р хУ = lxy- P:ry, Рух = lyx- Рух' Pzx = lzx- Pzx' (3) 
р xz = lxz - Pxz' Pyz = lyz -pyz, Pzy = t"y- Pzy· 

Из теоремы 11 непосредственно следует, что 

(4) 

или, подставляя предыдущие величины и замечая, что 

тепловые и моленулярные сил!J представляют незави

симые группы сил, мы находим: 

txy = lyx' tyz = tzJ' lxz = lZ.X' } (5) 

Pxu = Pux' PYz = PzY' Pxz-== Pz.x· 

Таи нан противоположные стороны одно1'0 и того же 
плоеного элемента находятся под действием сил упру
го~ти, противоположных по своему направлению, то 

v ~ 

при дальнеишем исследовании мы всегда оудем означать 

бунвой п ту часть нормали н плоеному элементу, 
ноторая имеет таное же поло.tкение относительно ::.ле-

-мента, нан и сторона его, на ноторую вычисляется 

-действие упругой силы. 
Если означим через Р силу упругости, отнесённую 

R единице площади и действующую на плоский элемент, 
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проходящий через точну М, и нормаль ноторого означим 
через п, мы найдём по теореме II: 

Pcos (Рх) = 1 

= Р хх cos (пх) + Р xu cos (пу) + Р xz cos (пz), \ 
Р cos (Ру)= }(6) 

= Р хУ cos (пх) + Pyfl cos (пу) + Pyz cos (nz), 1 
Р cos (Pz) = ( 

= Pzx cos (пх) + Р;.У cos (пу) + Pzz cos (nz). J 

Разделяя в предыдущих выражениях обе группы 
входящих ·в них сил, имеем: 

р cos (рх) = 

= Рхх cos (nx) + Рху cos (пу) + Pxz cos (nz), 
р cos (ру) = 

= Рхи C<?S ( пх) + р ь у cos ( пу) + Puz cos ( nz), 
р cos (pz) = 

= Pxz cos (nx) + Puz cos (ny) + Pzz cos (nz); 

t cos (tx) = lx~ cos (пх) + lxy cos (пу) + l:rz cos (nz), ) 

t cos (ty) = lxy cos (пх) + lui cos (пу) + lьz cos (nz), 1~ t cos (tz) = lxz cos (nx) + (;z cos (ny) + tzz cos (nz). 

1 
1 

l (7) 

' 1 
) 

(8) 

4. l\llы назовё:м тепловым тоном ноличество тепла, 
протенающего через плосний элемент вследствие обмена 
тепла по линиям, соединя1ощим материальные частицы 

с той и другой стороны элемента и пересенающим его. 
Этот тепловой тон в беснонечно малый промежутон 
времени пропорционален элементу времени d "С. 

Назовём через п нормаль н плоеному элементу 
и будем означать через qn тепловой тон, протенающий .. ._, 
через этот элемент и отнесенныи н единице площади 

и единице времени. Отыщем для наной-нибудь мате
риальноii частлцы соотношение ме.rнду qn, q", qy, qz. 

Чтобы найти Это соотпошенпе, представим себе 
элементарный тетраэдр, образованный плосними весьма 
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малыми элементами шх, шу, wz, (•)л· Углы будем отсчи
тывать от внешнего нонца нормали. Представим себе, 
что тепловые тони входят в тетраэдр через элемен

ты t1>x, шу, wz; через элемент 1-не шп тетраэдр теряет 

тепло. Пусть qx, q , qz означают теп~1овые тони соот
ветствующих элементов, проте1'\ающпе через их общую 
вершину М, и qn - тепловой тон, соответствующий 
элемену шn, если бы его центр тяжести совпадал с М. 

Тепловые токи через центры тяжестей сторон 
тетраэдра в течение бес1,онечно малого времени d't 
будут, означая через о изменение тона при переходе 
от точни М н центру тяжести элемента, через ноторый 
проходит тон: 

wxd-c (qx + ~qx), ro. d: (qJ + Gqy }, 
Ш:z dr. (q:z-+- Gq:z), Шnd't (qп + оqп); 

первые три nходят, а последний выходит пз тетраэдра· 
Разность этих тоhов представляет избытон тепла, 

и 

оста1ощиися в тетраэдре отчасти нан тепло, отчасти кан 

механичесная работа. Этот избытон, очевидно, будет 
одного порядна с произведением объёма cr эле-ментар
ного тетраэдра на эдемент времени d:, почему мы 
и означим его через B'1dr., где величина В-одно1·0 
порядна с qx, qy, q:z 1). Следовательно, сонращая на d't, 

в~== wxqx + ШЬ q + ш:zqz -
1 " + <:'> + " ~ - Шnqn 1 Шх' qx Wv cq;/ шzr,qz - (•lnOqn. 

Так :кан f..qx, C.q , 8qz одного порядна с рёбрами 
тетраэдра, то предыдущее выра1нсние состоит из двух 

частей - бесконечно малых второго и третьего поряднов, 
1\оторые и должны удовлетворять предыдущему выра

.iкению независимо одна от другой. Таним. образом, 
приравнивая нулю сумму ч.т:rенов второго порядка, 

находим: 

wxqx + W:; qy + Ш:;Лz === Шпqп. 

Но по теории прое1,ций 

mx = ~on cos (nx), ФJ = Шп cos (ny), Фz = О'п cos (nz), 
1) См. § 23, форму;та (104). 

б Н. А. Умов 
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СJiедовательно, 

qn = qx cos ( пх) + q!l cos ( пу) + qz cos ( nz). (9) 

Это и есть наше исномое, общеизвестное соотношение. 
5. Нетрудно найти выражение сил и тепловых тонов 

в случае перемены ноординат. 

Означим через х', у', z' оси новой системы прямо
угольных ноординат, и силы упругости, соответствующие 

этой новой системе, будем означать прежними бунвами, 
ставя только над-ними значки. 

Означим через ~;, 'У};, С; носинусы углов новых осей 
со старыми, нан это показывает следующая таблица: 

х' у' z' 

Х ~ 1 / ~2 1 Е 3 

у "111 1 "1}2 1 "1}3 

z С1 / С2 1 ~3 

Между этими носинусами существуют, нан известно, 
следующие соотношения: 

е2-+ 2 + с2 - 1 
1 j - 't/1 1 - ' ) 

r-2+ o+r2 1 1 ~2 "1}2 ""2 == ' 
1 е2 + 2 -L r2 1 з "11з 1 ~з == ' \ 

е1~2 + 'Y}(fj2 + С1~2 =О, ( 

1 ~1~3 + "IJ1-~3 + С1~3 =О, 
С2~з + "1}2"1}3 + С2~3 =О, J 

(10) 

или 

Е1 + е2 ·+ ~: = 1, 
'У}: + 1li + 'У}:-= 1, 
1'2+1'2 с2 1 1.,,1 ~2 + 3 = ' } 

eiYJ1 +~2"1}2+~37/3=0, 
1 

~" +er f'" о i;l':>l 2~2 + с;3.,.3 = ' 
1 

( '11) 

"+ 1' 1' о "tJ 1 , 1 7/2 -:2 + 'lJ 3"-3 = . J 
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По теореме 11 § 2 и по формулам (6) мы 
следующие соотношения: 

е1Р~х + ~2Р~у + ~зР~z = ~iPxx + УJ1Рз:У + ~iP:i.z' 
1J1P~x+1J2P~y + YJ3P~z = ~1Р-:еУ + УJ1Рьи + ~1Pvz' 
~1Р~х + ~2Р~у + ~зР~z = ~iP х:.: + ~r.1Pyz + :1Pzz' 

Е1Р~у + t2P~y+ ~3P~z = ~2Рхх + YJ2PxJ + C2Pxz' 

83 

имеем 

1l1P~u+~2P~u + YJзP~l = ~2р хи + -r;·2Pi·y + ~2Pyz, j ( 12) 
r р' + r р' + У Р' '" р , р 1 r р "1 ху ~2 уу '-3 yz == <;2 xz т 't/2 Yz 1 ""2 ZZ' 

'1Р~% + t2f~z + e3P~z = ~зРхх -t-YJзPx?J + C3PXZ' 

р, + Р' + f'J' - : Р + Р , r р 111 .1 % 1J 2 у z "fl 3 z z - ' 3 :r i 1J :J У ) --t- ..,, 3 I: х ' 

C1P~z + ~2P~z + :зР;z := ~ .. ) 0
" z -~-- -r;зР L z -t :зР:::;:,· J 

Совершенно анаJ1огичпые nыраiI\СНия, :кап nидпо из 
формул (6) и (7), име1от место и для сил l-r,x' lx:, ... 
. . ·, Рхх' Рх~1 , • • • Обращая вннманпо на выражения ( 1 О) 
и (11), мы наiiдём из нрсдыдущпх фо1п1уJ~: 

Р~·х = е~Р хх + YJ~ Pt и+ C~Pzz + 
+ 2'Y]1:1Puz + 2:1=1PJz + 2;1·~1Pxu' 

р, i-2p + 2р + r2p + gY = ~2 хх '1/2 i У ..,2 zz 

+ 2"f]2:2P uz + 2:2~2Р xz -+- 2~2112Р X!J' 

P;z = ~~р хх + 'ГJ:P!J У+ ~~pzz + 
+ 2УJз:зРL z + 2~з~3Р xz -+- 2';3"f)3P xJ' 

р' '" '" р 1 , р 1 r !' р + yz = (2".:3 хх Т r.2YJ3 у 1 ""2'"3 zz 
+ ('1/2~3 + "f/3:2) Pyz + (С2'=3 + с3;2) р xz + 
+ ('2'Jз + ~31/2) Р x:J' 

р ' i- " р . р + !' i' р xz==~3':1 xx+'tJ3'f/1 <!J ""3..,1 ::Т 

) 

1 

1 
} 

t 

' J 

( 13) 

+ ('Гj3~1 + 't,1~~) Р;;: + (:з~1 + ·:1~3) Р .тz + } ( 1 i) 
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Совершенно аналогичные выражения мы получим 

и для tХЖ' Рхх и пр. 
Впоследствии нам: n ридётся относить н новым осям 

и самые перемещения частиц. Преобразование в этом 
с;rучае очень просто, и если через и, v, w означ1п1 

перемещения частицы по осям ноординат, через 

и', i:', w' - те 1-не величины для новых осей, то исход
ной точной преобразований должны быть соотношения: 

и' == е1и + 'Y/1V + C1W' 
v' = ~ 2и + 112v + C2w, 

w' = ези + ~fJзV + Сзw· 
(15) 

Что насается величины тепловых тоRов в новых 

прямоугольных ноординатах, то выра1-ненпя (9) непосред
ственно дают: 

q~ = ~Iqж + 1)1qy + ~lq;:, 
' ~ + +"' qy = r.2qx "Гj2qy "'2qz., (16) 

q; = езq х + rriзqu -+ Cзqz. 
Математическое выражение взаиl\-1одействий.6. Для 

отыснания математичесних выра.1нений упругих сил нам 
достаточно определить наиболее сло1-нную из них, имен
но силу тепловую, действующую на весьма малый плос
ниl~ элемент. Моле1~улярная сила получится затем рядом 
упрощениii и изменением постоянных :коэффициентов. 

Совершенно достаточно вывести выра1-нения для двух 
сил fxx' lxy; остальные напишутся по аналогии. Теплс
вая спла есть фуннцпя расстuяния ме1-нду частицаl\.П', 
т. е. cp(r1), и фунl\ция их температур, ~(t', t"). 

Частпцы, лепшщпе по одну сторону плосl\ого элемен

та, на :который вычпсляются тепловые силы, буде~ 
означать через т'; по другую -через т'1 ; давая те л~е 
обозначения их массам, мы найдём согласно § 1, что 
тепловая сила, действу1ощая меiнду ними, представит

ся выраiRенпе:м: 

ni'm"cp (r1) ф (t', t"). ( 17) 
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Фуннция ф ( t', t") должна быть симметрична от
носительно t', t", таи нан всегда дсiiствпе равно про
тиводействию. Слагающие этоil силы по осям х и у 
будут: 

m'm"t!( (r 1) ф (t', t") cos (r 1 х), } 

m'm"rp (r1) ф (t', t") cos (r 1 у). 

Этим выражениям дадим иной вид. 

(18) 

Будем ознаttать через х, у, z ноординаты центра 

тяжести элементарного параллелепипеда, трп непарал

лельные стороны ноего означим через шх, шу, шz; через 

х', у', z', х", у", z" - ноординаты частиц т', т", лежа
щих по ту и по другую сторону плоеного элемента шх, 

и через r означим расстояние между ними, ногда тело 

находилось в на qальном состоянип равновесия. Под этим 
начальным состоянием мы разумеем таное, при нотором 

тело или не испытывало нинаних внешних давлений, 
или же было равномерно Ci-Raтo, а температура его вез-
де была одинакова и равна t 0 • · 

Ilримем, что вследствие новых термомеханичесних 
условий изменилось располо1:кение частиц тела и их 

температуры. Означим через и, v, w перемещения по 
осям ноординат х, у, z центра тя.tнести элементарного 

параллелепипеда и через и', v', w', и", v", w"- пере
мещения частиц т', т". Величины r измепятея точно 
так же в r + Лr = r 1 , и температуры частиц будут t', t"; 
температуру же центра тяжести элементарного парал

лелепипеда будем означать через t. Перемещения частиц 
мы принимаем весьма малыми, и таи на:к расстояния, 

на ноторых могут совершаться исследуемые взаимодей
ствия, танже весьма малы, то воппчпны r 1 и их проло

жения х' - х, х'' - х, х" - х' п прочие также очень 
малы. I~роме того, перемещения и температуры мы мо
жем рассматривать нан непрерывные функции времени 't 

и ноординат, рассматривая геометричесние точки, нахо

дящиеся в промежутнах ме.tнду частицами, нан переме

mающиеся. 
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П ренебреган степенями перемещений выше первой, 
мы находим: 

(х" - х') (и" - и')+ (у" - у') (v" - v') + (z" - z') (w" - i-v') 
~= ' r 

(19) 
и точно тан же 

х" - х' +и" - и' cos (r 1 х) = , 
у" - у' + v" - v' 

cos (r 1y} = . r '1 
(20) 

Обращая внимание на нРзначптельность расетояния, 
._. 

на нотором совершаются взаим:одеиствия, величины 

перемещений и", и.' могут быть nыра.rнепы через пере
мещения центра тяа\ости элементарного па раллелепи

педа, разлагая их по строке Тейлора и ограничиваясь 
" ее первыми членами: 

ди ( , ди. ди \ 
и"== и+ (х" - х) ах+ у' - у) ду + (z" -z) дz, 1 

дv дv дv 
v" == v + (х" - х) - +(у" - у) - + (z" - z) -

дх ду дz' 

д1v ( ) а v ( д~v w" = w + (х" - х) -- + у'' - у - + z" - z) -
ах ау az 

и i (21) 
' ( ' ) ди ( ' ) ди ' ( ' ) ди и==-zi+x-x -+у-у -т-z-z -

дх ду дz' 

, ( , ) av , ( , ) av , ( , ) а v v == v + х - х ах ,- у - у ау 1 z - z д:. ' 

, ( ' ) д,v ( ' \ аи, ' ( ' ) д.tJ w =w+ х -х ах+ у-у)ау' z -z дz") 

Следовательно, 

" , ( " , ) ди +- ( " , ) ди + ( " , ) ёJи ll - и == х -- х - - у - у - z - z - ' 
дх ду дz 

дv дv дv 
v" - v' = (х" - х') - +(у" - у') - -т- (z" - z')-

дх ау а:.' 

" ' ( ,, 1) а .'v + ( " ') д.v + ( " ') a~v ~v - w == х - х - у -- у - z - z -. 
дх ду дz 

) 
1 
l (22) 
1 
J 
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Затем 
дt дt ) 

t" =t + (х" - х)- +(у" -у)-+ 1 
дх ду 1 

дt -+ (z" - z) - = t + Л" t ' дz ' 

1 t ( 1 ) дt ( ' ) дt 1 } 
t == + х - х дх + у - у ду т 1 

+ (z' -z) ;; = t + Л't. J 

(23) 

Rроме того, 

rr (r1) = F (r1) = F (r) + дr F' (r), ) 
~ ~ (24) 

ф(t', t")=ф(t) t(Л't+ д"t)~ 1 (t), j 
где 

t" == t' = t t' := t" = t 
91 (t) = а~ (t', t") аф (t', t") (25) 

дt" дt' • 

При помощи этих соотношений находим из фор-
мулы (19): 

д - 1 ( ( " ')2 ди + ( " ')2 дv + ( " ')2 awr + r-- ~ х -х - у -у - z -z -
r l дх ду az 

+ cav + дw) (у" - у') (z" - z') + 
дz ду 

+ (~; + ~~) (х" - х') (z" - z') + 
+ саи -+- av) ( х" - х') (у" - у')} (26) 

ду дх ' 

и выражения сил (18) будут: 

т'т" [F (r) + Лr F' (r)] [r~ (t) + ( ~'t + ~"t) •1 1 (t)] Х ) 

Х (х" -- х' +и" -и'), 

т'т" [F (r) + ЛrF' (r)] [·~ (t) + ( д't + д"t) у 1 (t)] Х 
Х (у" - у'+ и" - v'). 

1 
~ 

J 

(27) 

Чтобы найти равнодейству1ощую этих сил на плоский 
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элемент illx, перпендинулярный н оси х, т. е. найти 
силы Фх lxx' ,шх lxy, нам нужно суммировать предыдущие 
выражения для частиц т', т", лежащих по ту и дру
гую сторону элемента, линия соединения ноторых его 

пересенает и не более радиуса теплового взаимодействия. 

Обращая внимание на выражения (22), (23) и (26), 
мы замечаем, что производные от t, и, v, w и фуннции 
ф (t), у 1 (t) могут быть вынесены за знани сумм. Эти 
же суммы будут занлючать произведения из F (r), F' (r) 
на разности х" - х, х' - х и пр. в различных степенях 
и сочетаниях. Та1-\ нан эти суммы относятся н началь
ному состоядию, одинановому для всех частей тела, то 
мы можем замени1 ь их постоянными ноэффициентами. 
Следовательно, и силы тепловые, отнесённые н единице 
JJЛОЩади, т. е. lx.-c и lxy, представятся подобными же 
суммами выражений (27). 

Оnусная произведения производных перемещений, 
обращая внимание на строение Лr (26) и полагая 

of = A~i-t-A~i аи+ A~i аи+ A~i аи+ A~i av ·t 
~ l z l ах l а У i а z l ау 

+ л?i д.t-i + A~i cav + д.v) . л?i саи + av) + 
1 а z 1 az ау -т 1 ау · ах 

+ л?i саи + дw) 
l дz дх ' 

j (28) 

+ B~i ( аи+а.v) 
l ()::, дх ' J 

AOj Aij BOj Bij ф где i , i , ••. , i , , , ••• суть постоянные ноэ -
фициенты, мы можем написать для txx' txy следующие 
выра>ненпя: 

- 1 ( ) о [ () дt о ~!_ о дt ] ' ( ) tx:c-ЧJ t -+ '"-1ах+·-2ау+'"-заz У1 t, 

t", =У (t) б + [ ()1 :; + f52 :; + бз ;; ] ~1 (t). 
(29) 
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Эти выражения выведены нами, не делая нина:ких 
предположений относительно строения среды. Они зна
Liительно упрощаются, ногда строение среды более или 

менее симметрично. Но выражение для силы t ь х упро
щается и в общем случае. 

Рассматривая lxy кан силу lyx, действующую на 
элемент шу параллельно осп х, мы занлючаем, что lyx 
должна иметь вид, одина:ковый с суммой членов вида 

т' т" [ F ( r) + Лr F' ( r)] [ ~ ( t) + ( Л' t + Л" t) 'f 1 ( t)] Х 

Х (х" -- х' +и" - и'); (30) 

этот член сходен с первым из выражений (27), и потому 
f yx будет составлено при помощи выра.;нений, анало
гичных с Qi, а именно с помощью выражениii: 

~Q = c~i + c~i аи+ c?i аи+ c~j аи+ c~i av + c?i а~+ 
i z z ах z а У z а z z ау z а z 

+ c~i cav +а"{/). + c?i с· ди + дv) + c?i саи + a~v) . (31) 
l az ау l ду ах l az ах 

Таи нан lxy=lux' то {0 = 0 [. Сравнивая их, мы 
находим: 

B!i-в~i-o l - l - ' C?i _ c~i-o. 
l - l - ' 

остальные ноэффициенты пр.и одинановых производных 
соответственно равны. 

Следовательно, в выражении тангенциальной си-

лы lxy величины 5{ будут иметь ви;~: 

~ = в9i + в?i av + в~i аи+ в?j аи , в?i ( av + aw) + 
б~ l l ау l дх l az т l az ду 

1 в!i саи -1- av) + B~i саи д1-v) (З2) т l ду дх l дz + дх . 

Мы не будем приводить вырааюния для других те
пловых сил в рассматриваемом общем случае. Весьма 
легно составить их, замечая, что тангенциальные силы 
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будут отличаться тольно ноэффициентами, а нормальные 

ещё тем, что в первой строне выражения Q{ (28) нужно 
переменить и, х на о, у и обратно для шtР и и, хна w, z 
и обратно для шz. 

Выражения для сил моленулярных р будут отли
чаться от предыдущих тем, что, не завися от темпера

тур, они не будут занл1очать фун.кций температуры 
и её производных. Следовательно, 

Рхх==О', } 
РхУ = 5' · 

(33) 

7. Легно найти и выражения для тепловых тонов. 
Замечая, что тепловых тонов, т. е. прилива и отлива 
тепла, нет, если материальные частицы имеют равные 

температуры, и что разность температур на расстоя

ниях, на :которых совершаются взаимодействия, весьма 
мала, мы можем принять за математичесное выражение 1 

теплового тока между двумя частицами т', т" в тече
ние беснонечно малого времени d't величину 1) 

т' m" rp ( t) Ф ( r 1) ( t" - t') d 't (34) 

или, заменяя t" - t' через д" t - Л' t (формула 23), раз
лагая 11J (r 1) и относя тепловой ток н единице времени, 
находим: вместо выраrкения (34) следующее: 

т' т" rp ( t) [ tp ( r) + Лr (!_)' ( r)] [ Л" t - Л' t] . ( 3 ~) 

Величина (J)x qx представится суммой подобных членов, 
распространённой на все частицы т', т", лежащие по 
обе стороны эле:мента шх на расстояниях не далее ра-

._. 

диуса теплового взаимодепствия и линии соединения 

ноих пересенают элемент шх. Здесь танже можно вы
нестп за зна ни сумм производные перемещения и тем-

1) В на:wем: выражении ~ (t) показывает закон изменения 
теплопроводности с температурой. В общепринятой теории 
теплопроводности на эту завнсш\lость не обращается внима
нпя, поче~1у об~rен тепла представляется просто выражецием 
т'т" Ф (r1) (t" - t') d-r. 
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пературы, а танже ~ (t). Самые же суммы могут быть 
заменены постоянными ноэффицпентами. Точно таной .iI\e 
вид будут иметь, следовательно, и величины qx, q , qz, 
и потому, обращая внимание на выражение Лr (форму
ла 26) и означая 

Q~ = с.+ с~ ди_ 1 с~ дv + с~ д"v +с·~ с ди + ~ \ + 
l l t дх 1 l ду l дz l ду дх) 

+ С? ( ди + ~)+с~ с~+ ~) (36) 
l дz дх l дz ду ' 

находим: 

= [ g" ~ t Q" ~ + Q" ~ 1 ф (t) 1 qx 1 дх • ду з дz • ' 1 

_ [ О" дt О" дt ()" дt ] ( ) \ qy - '-'-4 дх + "11.15 ду + ---s дz 9 t ' ( 

- [О" ~ О" !_!__ -+О" Е_!_] m (t). l q z - IJ.,j 7 ах + ~- s а У 1 '"- 9 а z т J 

(37) 

В этих выражениях мо1-нно заменпть величину t 
другой величиной Т из соотношения: 

~ rp(t)dt=T. 

Исследование взаимодействий при различном 
молекулярном строении тел. 8. Найденные выше ма
тематичесние выражения для взаимодействий значительно 
упрощаются, предполагая, что строение среды более или 
менее симметрично. 

Предположим, например, что среда 9имметрично рас-
" 

поло.iнена оноло плосностеи, перпендинулярных н оси х. 

В этом случае при перемене х на - х постоянные 
ноэффициенты в выра.iненпях сил упруr·ости не должны 
изменяться. Расс:мотрrп1, 1~ание вытекают отсюда след
ствия для сил тепловых, напрпмер для lx:r,, lx . 

У равнения ( 13) и ( 14) показывают, ч1 о в этом случае 

._. 
сохраняют свои знак и свою величпну, между тем :кат{ 

l.-ry, lxz 
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меняют знан, сохраняя величину. Точно таи же 13Ыра-
женин 

ди дv дv 

дх ' ду ' дz ' 
д..v дv дw дt дt 

дz ' дz + ду ' ду ' дz 
удержат свою величину и не изменят знана, между тем 

на:к 

дt ди дw ди дv ди ди дv 

дх ' a-Z + дх ' ду + дх ' ду ' дz ' ах 
удержат свою величину, но изменят знак. Чтобы со
гласить эти условия, необходимо принять, что ноэффи
циенты в f:rx. при членах, изменивших cвoli знан, равны 
нулю для данного строения среды; в выра.tкении же 

для lхп равны нулю ноэффициенты при членах, не из
менивших своего знака. Следовательно, вместо выра
жений (28) имеем: 

причём по выра.tкениям (29) 

) 
1 
f 
i (38) 

' ( ) о [ п дt о дt + Q дt ] 1 ( ) (39 
ixx == 'f t ..._. + ~1 дх + ~2 ду 3 az У1 l · ) 

Точно так .tне вместо выражений (32) имеем: 

........ = в7 (!!.и + -~v) + вв саи + _a.v) ) 
о ау dx а z ах ' 1 

,..," = В _1 в2 av + В4 аи + В5 дw + вв av + aw) 1 
01 1 г 1 ау 1 ах 1 az 1 ,,az ау ' 

r 
(40) 

... " -В7 сди + !v) + вs с~и + ~) 
0 2 - 2 ау ах 2 дz ах ' 
...., = в7 (аи + av) + вэ ( аи + aw ) 
03 s ду дх 8 az ах ' J 
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причём по выражениям ( 29) 

tx1=<Ji(t) а+ l 01 ;~ +02 :~+аз::] Y1(t). (41) 

Нетрудно найти выражения п для остальных тепло
вых сиа, а также и для сил моле1-\улярных. Из послед-
них, очевидно, 

Рхх = i..""'

1

' О' } 

Рху = 5 ' 
(42) 

где Q', 5' суть величины Q, 5, в ноторых постоянные 
ноэффициенты заменены другими. 

9. Если тело симметрично и оноло плосностей, пер
пендинулярных н у и z, то формулы ещё более упро
щаются. Рассмотрим случай симметрии оноло плосностей, 
перпенди:кулярных н ос.и у. Тогда ноэффициепты в выра
жениях тепловых сил не долiнны меняться при пере

мене у на -у. 

Соотношения (13) и (14) поназыва1от, что lxx не из
менит своого знака и ве:тичпны, а lxy из~1енпт только 

знан:. Выражения 

ди 

дz ' 
ди ' дw 

- -1- ---

дz 1 ах ' 
дt at 
ах ' дz 

не изменят ни знака, ни величины; но 

ди дv дw ди дv дt 

ду ' а z + ду ' ду + ах ' ду 
изменят свой знан. Поэтому, удер.tнивая в txx nоэффи
циенты тольно тех членов, знаки ноторых не изменились, 

и в lxy тех, ноторые изменили свой зна1-\, находим 
вместо выражений (38) следующие: 

О=А + л1 аи +А4 ~v +А5 a.v ) 
ах dy дz ' 1 

t! = А 1 ди + А 1 ( ~~- + dИJ ) 1 
1 з дz 3 дz дх ' 

} (43) 
Q=Aac~v_+~) f 

2 ~ дz ду ' 

~~n =А. + л1 аи -t- А4 д1J _J_ А5 a.v J 
с) 3 3 дх з ау 1 а д:. ' 
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.. 
причем 

t - Q . ( ) [ g дt о дt + о дt ] . ( ) хх - <-( t + 1 аж· + i.o..2 ду ~з дz tfi t . (44) 

Точно тан же вместо выражений ( 40) имеем: 

f О. Примем теперь, что тело симметрично танже от
носительно плосностей, перпендинулярных н z. В йТОМ 
случае lxx' lxy сохраняют свои велиqины и зяани. 

Выражения 

ди 

дх ' 
av д.,v ди дv дt дt 

ду ' дz ' ду + дх ' дх ' ду 
танже сохраняют свои величины и знани; но 

ди + a~v дv + дw дt 
дz дх ' az ду ' дz 

меняют свой зван. Поэтому :мы удераа1ваем в lxx и lxy 
ноэфф:ицпенты в членах, не изменивших своего знана. 
Таким образом, вместо выраi1\ений ( 43) паходим: 

следовательно, 

t.ix=Ф(t)Q. (48) 
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Точно таи же вместо выражений ( 45) находим: 

= в 7 (!.!!__ + f!}l__) () ау ах ' ) 
} (49) 

01 =0, 52=0, бз =О, J 

причем 

[ XiJ = ф ( t) CJ • (БО) 

. Мы видим, таним образом, что в телах, строение 
ноторых симметрично относительно тройной системы 
взаимно перпендинулярных плосностей, выражения те
пловых сил, отнесённые н этим плосностям, принятым 
за систему прямоугольных ноордипат, не зависят от 

производных температуры по :координатам. 

По аналогии с выражениями ( 48) и ( 50) можно на-
._. 

писать величины и другпх тепловых сил для тел с трон-

ной симметрией. Мы дадим выраiнениям этих сил еле-
._. 

дующии вид: 

t жУ = D 3 ( ~~ + :~ ) ф ( t ), 

tжz = D2 ( ~: + ~= }Ht), 

t" = D i( :~ + ~; ) ф ( t). 

~ ( 51) 

J 

Подобнь1е N\e преобразования дoлil{HLI быть совершены 
и над моленулярны:мп спла::\1п, с тем раз.;~пчиом, что онн 

вовсе не содержат величнн, завпсящпх от температур. 
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Эти силы мы мо.1нем поэтому представить вырал~ениями: 

= А' +А' аи +А' av +А' a(v 1 
Р хх 1 ах 2 ау з а z ' 

в' В' аи В' av + В' aw Ри У == + 1 ах -t- 2 ау з az ' 
~ ==С' + С' ди + С' av + С' ~w Р "z 1 ах 2 ау з az ' 

~ (52) 
'сви av) Рхи = Dз ау + ах , 
, (аи a.v) 

Pxz = D2 az + ах ' 
'с av aw) Ри z = D 1 az + ау · J 

11. Мы продолжим упрощения выражений тепловых 
сил. Пред положим, что тело симметрично оноло линий, 
параллельных известному направлению, например оси х. 

В этом случае найденные выражения сил должны сохра
нять те же ноэффициенты, если мы повернём оси z и у 
оноло оси х на весьма малытт у гол в. В этом случае 
по формулам преобразования ноординат ( 13) и ( 14) мы 

._. .. 
наидем, замечая, что 

~] = 1, 
YJ1 ==О, 
С1 ==О, 

следующие соотношения: 

е2 =О, 
1)2==1, 
с') = е, ... 

ез =О, 
"rj3= -Е, 

С3 =1, 

l~x = lxx, l~y = lyy + 2lyz :=, l~z = lzz- 2tyz з, 
l~z = lyz + (t:zz - lyy) г, t;x = f zx - lxy z, l~y = lxy + l:zx ·, 

и кроме того, нан легно видеть, 

аи' аи av' av cav a.,v) af,,f.J' a.v cav aw) 
дх' =ах' ау'-== ау + г az + ау ' az'- = az - z дz + ау ' 

;~: + ~:: = ;; + ~; + 2s ( ~: - ;~) , 
av' аи' - av -!- аи + s с аи •, aw) 
ах' + ау' - ~х 1 ау az 1 f)x ' 

аи' -+- r?w' -== аи + aw _ 3 (!Jи:_ -1 дv ) • 
az' ах' az ах ау ах 
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Чтобы согласить эти условия, необходимо допустить 
следующие равенства: 

А2 -= А3 , В = С, В 1 == С 1, В 3 = С 2 , D 3 = D2 , 

В2 == С3 = 2D1 + С2 == 2D1 + В3 , 

вследствие чего формулы (51) будут: 

lxx= [ А+А1::+л2 С~+ ~;)] ф(t), 1 

tl!u= [в+в1:~+в2;;+(В2-2D1)~;] ф(t), 

[ 
ди av д.v] 

tzz = В + В 1 ах+ ( В2 - 2D1) ду + В2 -az: ~ ( t), 
} (53) 

lxv = Д (~ + ;~) ф (t), 

t,x = D 2 с::+::) ф (t), 

( дv д.v) 
lzy = D1 \az +ау ~ (t). J 

Подобным же образом должно изменить и выражения (52). 
12. Если тело симметрично и оноло линий, парал

лельных оси у, то :коэффициенты, входящие в выраже
ния сил, не должны измениться при повороте осей х 
и z на весьма малый угол оноло оси у. В этом случае 
мы найдём, очев~дно, следующие равенства: 

А=В, А1 =.82 , A 2 =B1 =B2 -2D1 , D 1 =D2 • 

Следовательно, выражения (53) примут следующий 

lxx=[A+A1:+л2 (:~+~;)]Ht), 1 

fuy = [А+ А1:; + А2 с::+_~';')] ф (t), 

t,, = [А -t А 1 ~; + А2 с::+:~)] ф (t), 
t = А1 - А2 (ди + дv \ ,,, (t) 
ху 2 ау ах ! т ' 

t . = А1 - As с~и + д.v) ,_J (t) 
xz 2 dZ дх 1 ' 

t = А1 - А.а (дv + д..v) , (t) 
1/:Z 2 дz. ду у . J 

7 Н. А. Vм•а 

вид: 

(54) 



98 И.А. УМОВ 

Эти выражения поназывают, что в рассматриваемом 
случае среда симметрична и оиоло линий, цараллель
ных оси z. Кроме того, легно видеть, что выражения (54) 
сохраняют свой вид при всяком выборе осей ноординат. 
Следовательно, рассматриваемая среда симметрична от
носительно веяного направления. Подобную среду мы 
пазовём средой с постоян.ной упругостью или изотроп
ной. Выражения сил моленулярных для таной среды 
будут сходны с выражениями ( 54), за иснлючением 
величин-, зависящих от температуры. 

Полагая . 1 1 i 
. Ai = 1";, А1 == ki, А1 -А2 =У.;, .(55) 

мы представим тепловые силы следующими выражениями: 

txz=ф(t) [)·1+(k1+x1)~:+k1(:~+~:) l • 1 

ty~=ф(t) [)•1+(k1+x1)::+ k1(::+~;)], 
t,,=ф(t) [ Л1+(k1 +х1)~; +k1 (;: + :~)], 

t = х1Ф {t2 саи + av) 
Х1/ 2 ау. ах ' 

(.56) 

t = ~1Ф (t) (аи+ a.v) 
жz 2 дz дх , 

t = Х1Ф (t) cav + д.v) 
! % 2 . дz ду . J 

Молекулярные силы для тел изотропныхе мы пред-
ставим выражениями: 

Ржх = ), + (k+ х) :: + k(:~ + ~;), 
р = Л + (k + х) av + k (ди + a.v) 

dw ду дх дz ' 

=).. + (k +.) д v ,_ k ,' ди + дv) 
Pzz х дz 1 ~ \,дх ду , 

Pxv = ; (~ + ~~) , 
х (ди дw) 

Ржz. -=- 2 az + ох ' 
- х cav l д,х,1) 

PJJi - 2 а:. -1- ау . 

(57) 

) 
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13. Теперь мы переilдём :к упрощению выражений 
теп:rовых тоt\ов. Рассмотрим ве:rичину qx. 

Ес;~и среда симметрична относ.ительио плосностей, 
перпендинулярных н оси х, то ноэффициенты в выра
жениях тепповых тонов должны оставаться без измене
ния при перемене х на - х. Но при этом, на-и пона
зывают выран-\ения ( 16), величина qx изменяет cвoii 
знак, сохраняя величину. Обращая внимание на знаI\И 
производных перемещрний и температуры (§ 8), мы за
нлючаем, что тольно те ноэффициенты в выражении qx 
дол"1..:ны б.ыть удержаны, :которые входят в члены, изме
нившие свои знаки. Поэтому выра)нения ( 36) в рассма
триваемом случае будут иметь следующий вид: 

&!" =С + CJ аи + с2 av + сз aw + с6 cav + айJ\ ) 
] 

1 
1 ах 1 ау 1 az 1 az ау) ' ' 

0 " == с4 (аи+ av) + cs rаи + aw~ \ 
2 2 ау ах 2 \az дх) ' ( (58) 

0" = с4 саи + ~) + С5 саи + ай/) JI 
з з ау ах 3 az ах ' 

.. 
причем: 

= [ 011 дt + Г\11 at + 011 at 1 (t) qx i..r..1 ах r.:.'/. ау w-3 az rp . (59) 

14. Если среда симметрична относительно плосно
стей, перпенди:нулярных и у, то при перемене у па - у 
:коэффициенты в выраiнениях тепловых токов должны 
оставаться без изменения. Но qx не меняет при этом 
своего ~нана,_ а потому в его выражении мы должны 

удержать :коэффициенты в членах, не изменивших своего 
знана. Обращая внимание на знани производных пере
мещений и температуры (§ 9), выраJненин (58) приво
дятся и следующим: 

О" = с + с1 аи + с2 av + cs a.v ) 
Q: =с: ст. ~~v) 1 ау 1 дz , rl 

2 2 ду ах ' 
0 " -С5 (аи +aw) J 
w.:.з- з дz ах ' 

(60) 

1• 
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причём 

(61) 

Если, :кроме того, среда симметрична и оноло пло
сностей, перпендинулярных н оси z, то легно из рассма
тривания предыдущих выражений написать величины 
тепловых токов для среды с тройной симметрией. Именно, 
вводя новые обозначения для пострянных, находим: 

[ 
аи av aw J at 1 

q:i: = f (t) А+ А1 ах+ А2 ау+ Аз az ах+ 

·л саи av)at t А с·аи aw)at 
+f_(t) 4 аутах ау+~() Б az+ax az' 

[ аи В av aw J а t 
qJ=f(t) В+В1ах+ 2ау+Взаz ау+ ' 

(t) в cav ай)) at + (t) в cav аи) at ( + ~ 4. дz + ду дz ~ 4
1 ах+ ду дх ' 

(62) 

[ с аи С av С aw J at 
q.=q>(t) +cJax+ 2 ау+ 3 дz az+ 

+ (t) с caw + 83:)at + (t) с caw + av) дt f · 4 ах az ах f 5 ау az ау · J 

15. Если среда симметрична оноло линий, параллель
ных и3вестному направлению, например оси х, то ноэф
фициенты тепловых тонов не долiнны измениться при 

.... 
повороте осеи у, z на весьма малы угол з оноло оси х. 

Обращая внимание на знани производных неремеще~ий 
и температуры (§ 11) и на следующие соотношения: 

at at at == at + г дt ~ = at _а at 
дх' =ах' ду' ау дz ' дz' дz ду ' 

qx' = qж, q1J' == qy + гq'l., qz' = q% - ~qy, 
.... 

мы находим, что для удовлетворэния всех этих условии 

необходимо допустить следующие равенства, аналогич
ные с найденными для сил упр) гости в тех же условиях: 

А2 =А3 , А4 ==А5 , В==С, В1 =С1 , В4 =С5 , 

В3 =С2 , f! 2 =C3 =2B4 +B3 , В5 -=С4 • 

Если среда симметрична и около линий, параллель
нwх оси у, то, как легко видgть, к предыдущим ра:Qен-
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ст вам нужно прибавить ещё следующие: 

В1 =В3 , В4 =В5 , А=С, А2 =С2 , Ао-=С4 , 
Аз= С 1 , А 1 -= С 3 = 2А5 + А3 , А4 = С5 • 

Из этих равенств и выведенных выше вытекают ~ле-
дующие соотношения: 

А 1 == В2 = Сз= 2_44 + А2 , 
А2 ==Аз= В1 = Вз = С 1 = С2 , 
А4=А5===В4=В5=С4=С5 , (ВЗ) 

А=В=С. 
Эти выражения показывают, что в данном случае 

среда в тепловом отношении будет симметрична и около 
линий, параллельных оси z. Рассматриваемый случай 
имеет, следовательно, место для среды иаотропной. 

Выражения, найденные вы111е, указывают на совер
шенно сходное строение формул тепловых тонов и те
пловых сил. Мы не будем останавливаться далее на 
этой аналогии, ноторая моiнет иметь глубокое физИче
сное значение. Чтобы сделать 'её более очевидной, мы 
ВБедём те же обозначения для постоянных, нан и в вы
ражениях тепловых сил, только с иными индексами. 

Полагая 

А= ),2, А2 = k2, А4 = ~2 , (64) 

из выражений (62) с помощью соотноmе-

1 

(65) 
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В этих выражениях мы можем подставить вместо t 
величину S из соотношения: 

~ rp(t)dt=S. (66) 

11. ТЕРМОМЕХАНИЧЕСКИЕ УРАВНЕНИЯ В TE:IAX 
ПОСТОЯННОЙ УПРУГОСТИ 

Введение удлинений и скольжений. 16. Предста
вим себе внутри тела, нor;:i;a оно находится в нача:п.
ньм состоянии равновесия, три весь:\~а м~:~ые линл и 

Мх, Му, Mz, параллельные осям пря:моугольных ноор
диват и проходящие через одну и ту .а~е точну М. Прп 
изме·нении тер.момеханичесних ус;rовпй взятые на~1и ли

н-ии примут новые положения М 1х1 , М 1 у 1 , М 1z1 , весьма 
мало нанлонённые одна н др) гой. 

Означим чрез 

(67) 

удлинения вес.ьма малых линий Мх, Му, Mz, отнесён
ные· н единице длины. 

Положим также углы 

(68) 

где guz, gzx, gxy суть весьма малые величины, на кото
рые изменились прямые углы ме1нду взятыми на:\1И ли

ниями. Эти величины мы будем называть скольжениями; 
они поRазывают, насно:rьно сближаются между собой 
линии, лежащие в одноi'1 и той же п.аосности. Величины 
скольжений полоiнительны в том случае, н:ог да соответ
ственные углы уменьшаются. 

Найдём соотношения между указанными величинами 
и производными перемещений и, 1;, w. 
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Ноординаты точ«и М до перемещения означим через 
х, у, z; после перемещения они будут х+и, y+v, z + w. 

Означим через х + .1х, у, z ноординаты точни N, 
лежащеii на другой ононечности весьма малой линии Мх. 
После перемещения эти ноординаты будут: 

ди дv дw 
х +и+ дх + дх Лх, у t v + дх Лх, z + w + дх Лх. 
С другой стороны, расстояние М N, равное Лх, после 

перемещения сделаJiось равным величине 

следовательно, 

(1 + dx)2 = ( 1 +~~у+ (~~у+ е:у. (69) 

Координаты точни N 1, лежащей на другом конце 
весьма малой линии Му, были до перемещений: 
х, у+ Лу, z; после же перемещений они будут: 

ди дv дw 
х+и+ауду, у+v+луtауЛу, z+w+ayдy. 

Следовательно, 

СОО (; -gxy) =gxy= 

1 + аи аи ~ 1 + дv aw а~ 
= ах . ау + дх . ду + __!!_ . ду (70) 

1 + dx 1 + dy 1 + dx 1 + dy 1 + dx 1 + dy • 

Тан нан и, v, w очень малы, то, пренебрегая их 
произведениями, мы находим из выражений (69) и (70) 
и им подобных следующие соотношения: 

ди дw ди 1 dx = дх' gzx =ах+ дz' 
1 дv дv дi-v 

du = ду, gy'l. == дz + ду ' i (71) 

1 дw дv ди 
d:z: = a"""i , gxy = дх +ау. J 
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_Теперь нетрудно определить и величину нубичесиоrо 
расширения 6. Элементарный параллелепипед, объём 
I{оторого до перемещений был dx dy dz, после перемеще-

v ,., 

нии оудет: 

dx dy dz (1 +О)= dx (1 + dx) dy (1 + d~) dz (1 + dz), 
-

или, пренебрегая произведениями величин весьма малых 
и делан сокращения, находим: 

(72) 
.... t 7. Подставим найденные величины удлинении 

и скольжений в выражения сил ( 56) и ( 5 7). 

п 

Находим: 

lxx = ~ (t) (1,1 + (k1 + х1 ) dж + k1 (dy + dz)], 

lyy = ~ (t) [Л 1 + (k1 + Х1) dy + ki (dж + dz)], 

t22 = ф (t) [Л1 + (k1 + Х1) d2 + ki (dx + dy}], 

"1Ф (t) 
fxy = 2 gxy' 

"1 f ( t) 
lxz = 2 gx~, 

"1Ф (t) 
lyz, == 2 gyz' 

Pxx=Л+(k+Y.)dx+k(d.;+d2),) 
РуУ =Л+(k+x)dy +k(dx+d2 ), 

р :zz = л + ( k + У.) d.'Z + k ( d х + d у)' 

\ 
( 

J 

) 

(74) 
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Этим выражениям можно дать ещё иной. вид, вводя 
величину нубичесного расширения е, а именно: 

lxx = ф (t) [l,1 + k1б + x1dx], - "11J (t) ) lxy -
2 

gxy, 
1 

tии = Ф (t) р" 1 ·+ k1e + x1du J, "1 r (t) \ tx% = 2 gxz., ( 

t 2 : = ф (t) [Л 1 + k1e + Y. 1d.~J, "11(t) 1 
f У%= 2 gyz, J 

(75) 

Рхх = Л + kб + Х dx, " 1 Рху =2 gX°!..'' 
1 

" PL у ==-А+ kб +У.. dy' Pxz =2 gх:и } 

1 
P:z:z = Л + kб + х d2 , " Pyz ==2 gyz · J 

(76) 

Замечая, что величины, на которые умножается фунн
ция ~ ( t) в выражениях тепловых сил, могут быть полу
чены из выражений (76), ставя только нденсы у посто
янных, мы представим тепловые силы е1цё в таном виде: 

lхж =У (t) Р~х' lxy = ф (t) Рху' 
. ly rJ = ф ( t) р~у, lxz = ф (t) P~z, (77) 

t:zz = ф (t) P~z, lyz = ф (t) P~:z· 

Определение вида функции ф (t). 18. Уравнения (6) 
указывают на соотношение между силами упругости 

и внешним давлением на поверхность тела. Действи
тельно, это давление должно уравновешивать силы упру

гости, действу1ощие у поверхности тела; означая поэтому 
внешнее давление через Р, причём это последнее может 
быть различно на различных частях поверхности, мы 
находим из соотношений (6) и (3): 

Р COS (Рх) = (txx- Рхх) COS (nx) + 1 

+ (txy - Pxu) cos ( пу) + (txz - Pxz) cos ( nz), 1 

Р cos (Ру)= (txy- Рху) cos (пх) + } ( 7В) + (tyy - Ри.ч) cos (пу) + (tyz- Pyz) cos (nz), J 
Р cos (Pz) = (tx%- Pxz) cos (пх) + 

+ {fyz- Puz) cos (пу) + (tz:z- р22) cos (nz). 
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Предыдущие соотношения дают возможность оnре
делить значение неноторых постоянных ноэффициентов, 
входящих в выражение сил. 

Посмотрим, во что обратятся соотношения (7 8) при 
начальном состоянии равновесия тела. В этом случае 
те::10 испытывает на своей поверхности начальное нор
маJiьное дав:~ение Р0 , и величины перемещений и, v, w 
равны нулю. Замечая, что направление давления -р 0 со
впадает с нррмалью на поверхности, все три выражения 

(78) приводнтся к одному следующему: 

(79) 

Следовательно, присутствие ноэффициентов )~ 1 и 'л. 
обусловливается тем, что исходным начальным состоя
нием тела мы принимаем такое, при котором тело было 
равномерно сжато во всех своих частях давлением, нор

мальным и одинановым на вceii поверхности, причём 
температура тела бы11а равномерна. 

Выражение (79) уназывает танже, наними единицами 
измеряются постоянные коэффициенты, входящие в выра
жение сил. 

Они должны быть выражаемы теми же единицами, 
нан и силы. I\ этому же занлючению мы можем придти 
из рассматривания соотношений (75) и (76), замечая, 
что величиnы удлинений и снольжений предсrавляют 
отвлечённые числа. . 

Переходя от этих соображений н выражениям тепло
вых тонов, назалось бы, что таи нан входящие в них 
постоянные 1\.оэффициенты представляются суммами, 
сходными с теми, ноторые вошли в выражения сил, 

эти ноэффициенты тоже должны выражаться единицами 
сил. Между тем выбор единицы зависит от выбора тех 
единиц, :которыми измеряется напряжение теп:~ового 

обмена между двумя массами, равными единице, на рас
стоянии, равном единице, при разности температур, рав

ной единице, и в течение единицы времени. Это напря
жение теплового тона мы будем предполагать измерен
цым ноличеством единиц тепла, и, следовательнd, ноэф-
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фициенты, входящие в выраженпе теп:товых тонов, будут 
измеряться теми же е,;~пницами. 

19. Пос:~е предыдущпх за:\1ечаниif мы приступим 
1-\ опреде:rонию фун1~цпи .:, (t). ~Jы fiyдe~r исходить 
И3 того фаl-\Т3' что BCHI-\Oe твё р,:ое TC.lO ~О/НОТ быть 
нагрето до проnзво:~ьноii и равно.иерноii те~1псратуры 
под о,J.нпм: и те~ же дан:~ение:\1. Мы прсдпо:~о.;ким, нроме 
того, что тсл1пература не насто:1ь1 о понышаетен, чтобы 
И3.\1енить физичсс1-\ое состояние те:~а. 

Расс,1отрим, нание вытеr-\ают ус;~овин д;rн соотноше

ний (78), ес:1и, не изменяя давзенпя Р0 , под которым 
наход итсн теп:о, мы повысим те:\1перат~'РУ or-\p,} жающеи 
его среды до ве:1иqины t и бу,::rе~1 сообщать этой среде 
сто:~ы~о топ:~а, чтобы повысить температуру те:та во всех 

его частях до той же ве::rичины t. Ког;:эа нас1упит равно
весие, все части те.~а бу.J~ т одинаr,ово расширены, 
и, о?начан через at r~оэффицпент :rпнсiiного расширения 
тела для те:мперат у ры t, весьма мa:iыii, как показывает 
опыт, мы· будем иметь: 

dx = dy = dz = at (t - lo)· 

С другой стороны, тан нак мы предполагаем, что 
u , 

тело не находится под деиствием наних-лиоо внешних 

сил, все снольжения обращаются в 11у:rь, ибо тело, 
расширяясь, остаётся, на~-.\ показывает опыт, себе подоб
ным. Вследствие этого выражения (78) приведутся 
н одному следующему: 

Р0 -== ~ (t) [). 1 + (3k 1 + х 1) а1 (t - t 0)] -

- [Л· + (Зk + х) at (t - t 0)]. (80) 
Отсюда 

ф(t)=P0 +~+f3k+/C)at(t- t 0 ). 

А1 + (3k1 + %1) at (t - t0 ) 

Пренебрегая нвадрато:м величины ноэффициента 
линейного расширения at и полагая 

Ь= 3k+ х _Р0 +Л. 3k1 + %1 (81) 
Л1 Л1 Л1 ' 
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находим: 

(82) 

Опыты показывают, что ноэффициент линейного рас-
._. 

ширенпя at с достаточнои точностью представляется 

выражением 

где а. 1 - величина, очень малая сравнительно с ~. 

Поэтому ф (t) можно ещё представить следующим обра
зом: 

tJ1 (t) = l Рол7 Л - bxt0 J + Ь (а. - a. 1t0 ) t +- b:x 1t 2 • (82') 

Мы будем представлять фуннцию ~ (t) в виде: 

(83) 

rде 

(83') 

Величины lV 1 и N мы можем рассматривать весьма 
мало изменяющимися с температурой, по малости вели
чины '1 1 . И роме того, они представляют отвлечённыс 
числа, и величина N 1 -одного порядна с ноэффициентом 

" линеиного расширения at. 

Неопределённые уравнения равновесия и движе
ния частиц. 20. Отыщем уравнения равновесия бес
нонечно малого па раллелепиnеда внутри тела,· внешняя 

поверхность I\оторого находится под действием упругих 

сил. Параллельные стороны этого параллелепипеда 
находятся под действием сил, противоположных по на
правлению и отличающихся беснонечно малы.\Jи величи
нами одного порядна с рёбрами параллелепипеда. 

Так, силы, действующпе на параллелепипед парал
лельно оси х, будут: 
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на обе стороны, перпендикулярные н оси х: 

Pxxdydz и -(Pxж+д~;..,ax)dydz; 
на стороны, перпендиБулярные н у: 

Pyxdxdz и -(Pyx+ 8~;"dy)dxdz; 
на стороны, перпендикулярные н z: 

P,"dxdy и -(Pzx+ 8~;"az)dxdy. 

Для равновесия параллелепипеда необходимо, чтобы 
сумма этих сил и слагающей -- 11Х dx dy dz внешних сил, 
действующих на параллелепипед по оси х, равнялась 
нулю. Таним образом найдём первое из следующих 

'-' 

уравнении равновесия: 

аРхх + аРху -' аРхе + Х =О )1 
ах ау 1 az f1 ' 

aP:r.y аРуу aPys } 
--+- +--+,,у - о 
ах 1 ау az • - ' 

аРх1 + aPzy .L aPzz + Z =О. 1 
ах ау 1 az р J 

(84) 

Последние два уравнения танже получаются, при
равнивая нулю слагающие по осям у, z сил, действую
щих на параллелепипед. Здесь У, Z означают слагаю
щие внешних сил по осям у, z, действующие на еди -
ницу масеы, и (J означает плотность. tiтобы из найден-

.... 
ных выражении получить уравнения движения, нужно 

по правилу д 'Аламберта заменить силы Х, У, Z 
потерянными, т. е. вставить 

a2...v 
Z- а"С2. 

Другие три уравнения равновесия, именно уравнения 
моментов, сами собою удовлетворяются вследствие соот
ношений ( 4), пренебрегая беснонечно малыми веппчи
нами трвтьего порядна пред велы:чина:ми второго. 
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Раскрывая nыраашния (84), мы мо1нем придать 
им ра3личныl1 вид. Во-первых, они могут быть пред
ставлен~ таним образом: 

дtx;:r; + дt.х;1!. + дtх':_дРхr_ дрr;у_ д~х:r + Х =О, ) 
дх ду дz дх dy dZ ~ 1 

дtху + дtу_11_ + дt1 ~- 8Рху _ дР1_z1 _ flP_y~ -+ у =0, ~ (85) 
дх ду дz dx ду дz 1' f 
дt.-cz + дtys + дt~z _др z _ друz _ ~P'<z +, z =О. 
ах ау az ах ау az r J 

Этим выражениям можно дать ещё таной вид: 

,,, (t) Рхх Рх~ Pxz + [ а ' а ' а , J ) 
'f дх + ду + дz 

N [ 
, дt 1 дt , дt 1 

+ 1 Рхх дх + Р.1у ду + Pxz дz J -
-~Рхх_ дрху_дРхs + ~Х =О 

дх ду дz ' 

ф ( t) Рху + Руу + Pyi + [ а ' а ' а ' J 
дх ду дz 

N [ ' дt + ' дt + , дt 1 + 1 Рху дх Риу ду Puz дz - } (86) 
дрХ!} др1!!1 ор, !:: 

--в;-- ау -(h+rY=O, 

, [ др~z др'уz дf~z] 
у (t) дх + ду +а-;- + 

'V [ ' дt ' дt дt ] + J. 1 Pxz дх + Puz ду + P:zz дz --

дprz др,z дрz-; 
- ах - а~ - а; + i · Z =-= О. J 

Эти 13Ыра.r:кения могут быть преобразованы ещё далее, 
заменяя величины р' и р из выражений (75) и (76). 
Означая, именно, дпфференциа:~ьный параметр второго 
поряд«а через ~2 , т. е. 
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мы .находим: 

11 [ (k Xl) ~ _ Х1 ] .J_ y (t) 1 + 2 дх -f 2 A2U , 

N [ 
, дt ' дt ' дt ] + 1 Рх.т: дх + Рху ду + Pxz дz -

- + - - - - Л2U + 'J..!i. =о (k х) да х v 
2 дх 2 1 ' 

9 (t) l с k1 + ;1
) ~: + ~1 Л2v] + 

' . f ' дt - -' дt ' дt ] + N 1 L Рху дх -+ Руу ду + Pyz 7h -

- k+- ---Л2v+r1Y=O с х) д6 х 
2 ду 2 г ' 

Q ( t) [ (k 1 + )! 1 ) 86 -f- 2 д2W ] + • 2 дz 2 

+ l\T [ , дt + , дt , дt ) 
1 Pxz дх РУж ду + Pzz дz -

( 

% ) д6 % - k + -2- az -2 ·д2w + ~z =-о. 

" ' 

J 

(87) 

Определение работы молекулярных и тепловых 
сил. 21. Чтобы отыснать работу сил упругости при 
изменении перемещений и, v, w на весьма малые вели
чины аи, ~V, OW, МЫ nриведём LНаЧаЛа СИ:JЫ, ВХОДЯЩИе 
в уравнения равновесия, к их действительным величи
нам, умножая на элемент объёма dx dy dz, и затем умно-

t"\ .._ ·~ "" 

жим их соответс1 венно на GU, f.lv, r. w и возьмем от суммы 
!"!' •• •• •J 

полученных та:ким ооразом выражении троинои интеграл, 

распространённый на весь объём, зани:мае:мыii те;~ом. 
Производя эти действия над выражениями (84), мы 

найдём: 
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Интегрируя это выражение по частям, находим: 

~ ~ : ( р ХХ d У dz + р хУ dX dz + р Ж% d У dX) (;и -

- ~ ~ ~ ( Р хх ~: + Р хУ а::+ Р xz а::) dx dy dz + 
+ ~ ~ :(Pxydydz+Pyydxdz+Py,dydx)Gv-

- ~ ~ ~ (Р"у ~: + Рии а;;+ Р9% ~а:) ах dydz + 
+ ~·~ 1: ~Px,dydz + P11%dxdz + Р" dydx) Gw-

( \ \ (Р дд,,v а~~ a~"'v) - ~ J J Х% ах ~Ру% ау +P%Z дz dxdydz+ 

+ ~ ~ ~ (XOu+Yav+ZOw)pdxdydz=O. (89) 

Означая через п внешний нонец нормали :к поверх-
ности тела, через da -элемент этой поверхности, мы имеем: 

' dy dz = + dj cos (пх), dx dz =+а~ cos (пу), \ 
dy dx == + d1 cos (nz); J (9О) 

поэтому, замечал, что подстановна 1: в выражении ( 89) 
означает, что величины, ноторьтм она предшествует, 

должны быть взяты для последовательных пределов 
переменной, по ноторой совершена интеграция, мы 
занлючаем, что при подстановне величин (90) в урав~е
ние (89) ниi-:нний отрицательный знан:, соответствующий 
низшему Пределу переменной, будет уничтожаться: 
таним же отрицательным зна:ном при совершении под-

становки ) : . Таким образом, двойные интегралы; входя
щие в выражение (89), заменятся интегралами, распро
странёнными на всю поверхность тела п имеющими вид: 

~ ~ [Рхх cos (пх) + Рхи cos (пу) + р Х% cos (nz)] аи d' + 
+ ~ ~ [Р xu cos (пх) + Р11 .. cos (ny) + Р9, cos (nz)] av da + 
+ ~ ~ [Р ", со1> ( пх) + Р11 , COil ( пу) + Р" cos ( nz)] Gw da. 
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Означая через Р давление на поверхность тe.Jia, эти 
выражения с помощ:ью соотношений (6) примут след)Ю
щий простой вид: 

~ ~ [Р cos (Рх) 'Ои + Р cos (Ру) OV + Р cos (Pz) r,wJ dcr, (90') 

представляющий работу внешних давленпi'r прп пзмене
нии перемещений на ои, cv, ow. Величину (90') будем 
пред-ставлять выражением 

(91) 

где "GL означает приращение работы ВЕешнпх дав.11ений 
на элемент поверхности. 

Переставляя в выражении (89) знани d и (, нводя 
удлинения и снольжения и вставляя вместо си:r упру

гости их выражения в моленулнрных и тегловых силах 

из равенств (3), мы представим тройные интегралы, 
входящие в выражение (89), в следующем виде: 

~ ~ ~ (Pxx'tdx + pyy~dy + pj,d, + Pxy'Ggxy + 
+ PxzGgxz + PyzGgyz) dx dy dz, (92) 

- ~ ~ ~ (txx~d" + lgy'tdy + t",'tdz + lxy~gxy + 
+ txzogxz + t yzogiz) dx dy dz. (93) 

Первое из этих выражений:, очевидно, есть не что ,., 
иное, нан раоота молекулярных спл, т. е. та внутренняя 

работа, ноторая совершается, побеждая частичныо силы. 
ВЬiражение (92), иак лег но видеть, представляет точный 

дифференциал от фующпи ~ ~ ~ J," dx dy dz: 

J m == ), (dж + du + dz) + х ~ k (d~ + d~ + d~) + 

+ k (dxdy + dxdz + dyd%) + : (g; 11 + g~s + g~z)• (94) 

Выражение же (93) есть не что иное, кан прираще
ние работы сил тепловых. Эта работа не есть точный 

8 Н. А. Умо» 
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дифференциал, но, обращая внимание на соотноше
ние (77) и означая через Jt фуннцию, получаемую из (94), 
ставя инденсы у постоянных, мы можем представить 

выражение (93) в следующем виде: 

- ~ ~ ~ ф(t)U1 dxdydz. (95) 

Итан, мы приходим н занлючению, что, переходя 
от всего тела н его элементу, приращение работы моле
нулярпых сил в элементе представится выражением 

8Jmdxdydz; 

приращение же работы сил тепловых - через 

-у (t) 'OJt dx dy dz. 

Выражения J т и, следовате.пьно, Jt принимают вид 
более простой в том случае, ногда элемент испытывает 
со всех сторон равные нормальные давления. В этом 

6 
случае d= = du = d% = З и gxu = guz = gжz =О. Следова-

тельно, 

J = / о + 3k + х 62 
т " 2.9 • (96) 

Итан, означал ещё через ~L 1 работу внешних сил 
в элементе, выражение (89) примет следующий упро
щённый вид: 

~ ~ n d~ + ~ ~ ~ OL1 dx dy dz + ~ ~ ~ U т dx dy di - , 

-~~~ф(t)U1 dxdydz=O. (Q7) 

Неопределённое уравнение термичес:кого движе
ния и равновесия. 22. Отыщем математичесное выра
жение ноличества тепла, приливающего :к элементар

ному параллелепипеду. Тепловые тони, притенающие 
н одной его стороне и вытенающие через другую, ей 
параллельную, имеют одинановые знани и отличаются 

беснонечно малыми величинами одного порядка с рёб-
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рами параллелепипеда. Таним образом, тепловые токи, 
проходящие через стороны, перпендинулярные R оси х, 

в течение беснонечно малого времени d-c, будут: 

qx dy dz d't и ( qx + даq: dx) dy dz d't; 

через стороны, перпендинулярные н у: 

qydxdzd't и (qu+aJ;ay)dxdzdt; 

через стороны, перпендинулярные н z: 

q2 dx dy d't и ( q, + a;z• dz) dx dy d't. 

Следовательно, ноличество тепла, остающееся в эле
менте и ноторое мы означим через qdt dx dy dz, будет 
по разделении на dт. dx dy dz: 

== aqx + aqy + аqв. 
q ах ау az ' (98) 

величина q отнесена здесь н единице объёма и единице 
времени. 

Выражениц входящих сюда тепловых тонов (65) 
могут быть упрощены точно тан же, нан и выражения 
тепловых сил. Замечая, в самом деле, что ноэффициенты 
у производных по времени величины t отличаются 

от выражений (57) тольно постоянными и фактором 
<р ( t), мы можем представить тепловые тони в следующем 
виде: 

( ) [ " at " at " at] '\ 
q" = 'Р t Рхх дх +Ржи ду + Ржz дz 1 1 

( ) г " at " at " at ] 
qll = 9 t L Рхи ах + Рии ау + Puz az t } 

1 
J == ф (t) [ "~ ~ " !_!_ п at l q-z , Рх- ах + Pyz ау + Pzz az J · 

(98') 

23. Теперь нам ну1-нно исследовать, что происходит 
с ноличеством тепла, ноторое удерживается элементом. 

При этом исследовании нам нужно установить условия, 
в которых оно будет проиаведено. 

а• 
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Во-первых, мы принимаем, нан в §§ 20, 21, что 
протпводействие, оназываемое телом близ поверхности, 
равно внешним давлениям на ту же поверхность. 

Во-вторых, :м:ы принимаем, что внешние силы не 
подействовали на тело вдруг, но ecJl и они постоянны, 

.., 
то деиствовали и в том состоявип равновесия, в ното-

ром находилось тело до того процесса изменений, Rото-
._. 

рыи изучается. 

В-третьих, поверхности тела не было вначале сооб
щено нинаnих сотрясений или вообще живой силы, 
путём ли механичесним или мгновенным приведением 
значительного ноличества тепла. 

1,ольно при этих предположениях величины пере
мещений и приращений температуры могут быть ра( -
сматриваемы нан непрерывные фуннции ноординат, что 
составляло существенное условие при выводе найденных 

'-' 

нами основных уравнении и математичесних выраже-

ний взаимодействий. 
rеперь начнём с изучения термомеханического про

цесса во вс.ем теле и затем перейдём н тому же про
цессу в элементе. Означим через Qo-r: количество тепла, 
притенающего н телу пз онружающей егQ среды. Коли
чество тепла, притенающее 1~ ЭJiементу, мы будем счи
тать положптс:~ьным, отдаваемое 1-не - отрицательным. 

Через o11V означим приращение в элементе живой 
силы незаметного моле:кулярного движения, называе

мого теплотой:. Следовательно, приращение во всём 
теле того ноличества тепла, ноторое не изменит своего 

v ., /1!' 

состояния, не пере идет в механичееную раооту, пред-

ставится в виде 

~ ~ ~ OWdxdydz. 

Затем определим приращение дисгрегационной работы 
в элементе. Это название мы даём работе, истрачпвае-

._. " 
мои теплотои при изменении расположения част_иц в теле. 

При этом теплота дол1-кна преодолевать, с одной сто
роны, моле:кулнрные си:rы, с другой - внешние силы 
и давления. Работа тепла должна при этом равняться 
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сумме работ частичных сил, внешних сил и давлений, 
за иснлючением живой силы заметного движения 
частиц. 

Заметим, что тепловые силы не должны входить 
в вычисление дисгрегации, в вычисление тех сопроти

влений, ноторые должны быть побеждены теплом, потому 
именно, что этими тепловыми силами теплота и сове~ 

шает :механичесную работу. 
Будем считать работу сил сопротивляющихся отри

цательной, а работу сил движущих - положите-льной. 
Работа сил, сопротивляющихся расширительному дей
ствию тепла, будет по предыдущему: 

~1еханическая работа, совершаемая теплотой, будет 
равна этому выра.tнению, взятому с противным знаком, 

или же по соотношению (97) представптся величиной 

~ ~ ~ у (t) 'OJ1 dx dy dz, 

отнуда мы занлючаем, что дпсгрегационная работа в эле
менте пропорциональна фуннции '1> (t) или абсолютной 
температуре i ). 

По первому занону механичесной теории тепла, 
закону сохранения энергии, имеем, означая через А 

1) Если означим через v среднюю снорость частицы в nерио
дичесном движении, ощущаемом нами 1шR теппо, и назовём 

mv2 

через т массу частицы, то можно принять Т = 2 , где Т 

есть абсолютная температура. ·По ~ыраженпю (24) велпчнпа 
t=t'=t" 

ф (t) =о/ (t', t"), причём фун:кция о/ (t', t") симметрична 

относительно t' и t". Поэтому, обращая внимание на .ны_раже
ние (83), всего естественнее предположить, -~о ~ (t°, t'') = 

• / т'т" = }1 N+N1t' yN+N1t"=N1 }fT'T"=N1 у 2 
v'v", т. е. 

тепловая сила :м:ежду двумя частицами пропорциональна прон;з

ведению средних сноростей перподичесного движения, со:та
нляюmР,гr, f'.VmH()f'.TJ.. тРn.ття _ 
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обратную величину механического э.квивалента тепла: 

Q~~ = ~ ~ ~ aw dx dy dz + ~ ~ ~ 9 (t) aJ, dx dy dz. (99) 

Если не были соблюдены условия, выставленные 
в начале этого параграфа, то мы пришли бы н иному 
заключению. 

Положим, например, что тело находится в сопри
косновении с источником тепла, в то время как давле

ния на его поверхность быстро уменьшились на конеч

ные величины. Очевидно, что ноличество тепла, кото
рое получит· тело из окружающей среды, будет меньше, 
чем в случае, ногда давление на поверхность умень

шалось бы постепенно и теплота была бы вынуждена 
совершить большую работу, причём её прилив подчи
нялся бы уравнению (99). Следовательно, в рассматри
ваемом случае 

~~ < ~ ~ ~ aw dxdydz+ ~ ~ ~ ф(t)гJ,dxdydz. (100) 

Пока мы будем рассматривать только первый слу
чай и от выражения (99), имеющего место для всего 
тела, перейдём к элементу. Найденное таним путём 
выра1-нение первого занона механичесной теории тепла 

мы выведем ещё иными приёмами, ноторые дадут танже 
возможность определить величину ~W. 

Определим сначала величину Q. Мы обратимс.я 
н выражению (9), т. е. к 

qn = qx cos (пх) + qy cos (пу) + qz cos (nz). (101) 

Это выражение показывает количество тепла, прохо
дящего через элемент, нормаль которого обозначена 
буквой п. Следовательно, подобным же. выражением 
представится ноличество тепла, входящего в тело через 

элемент его поверхности, нормаль которого есть п. Сле
довательно, означая элемент поверхности через da и сум
мируя выражение ( 101) для всей поверхности, находим: 

Q = ~ ~ [qx cos (пх) + qy cos ( пу) + q, cos ( nz)] d:i. (102) 
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Обращая же внимание на соотношения (90), мы 
иотем представить величину Q в следующем виде: 

Q = ~ ~ 1: q" dy dz + ~ ~ ~ q-g dx dz + ~ ~ \: q~ dx dy; 
но 

~ ~ : qx dy dz = ~ ~ ~ ~;: dx dy dz, 

~ ~ ~ qy dx dz = ~ ) ) а: dx dy dz, 

) ~ /: q,dxdy= ~ ~ ~ ~;·axdydz, 
следовательно, 

Q = \ \ \ l- дqz + ~ + дqz] dx dy dz J J J ах ау дz ' 

или, обращая внимание на соотноtпе11ие (98). 

Q = ~ ~ ~ q dx dy dz. (103) 

Подставляя эту величину в выражение (100), нахо
дим: 

~ ~ ~ ~ qdxdydz= 

= ~ ~ ~ ow dx dy dz + ~ ~ ~ ф (t) aJ, dx dy dz; 

переходя н эдементу, иаходим, по сокращении на 

dxdydz: 

~-= = aw + Ф (t) а11 • (104) 

Это и есть исномое неопределённое термиqеское урав
нение. Мы выведем его ещё иными путями. Выведем 
ero непосредственно. 

Представим себе, что к элементу тела существует 
приток тепла, и элемент расширяется, побеждая сопро
тивления, т. е. силы, на него действующие. Неравно
мерное распределеJiие сил, действующих в~ поверхность 
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элемента, заставляет его, расширяясь, принимать тот 

или другой вид. 

Во всяnом случае это расширение .. совершается за счёт 
прилившего тепла, часть ноторого идет на механичесную 

работу, действуя нан сила тепловая, и эта часть пред
ставляется, следовательно, в единицах работы выраже
нием 

ф (t) '0!1 dx dy dz; 

другая же часть идёт на повышение температуры эле
мента, оставаясь в форме тепла. Её мы означим через 
~W dx dy dz .. Следовательно, по первому за.кону механи-

._. 

чеснои теории тепла 

( 104') 

Умножал это выран·шние на dx dy dz и распространяя 
на всё тело, мы придём I\ соотношению (99). 

24. Расематривая элемент независимо от остальных 
частей тела, мы замечаем, что величины t, dx, du, dz, 
gxy, g,'rz' gyz могут быть ИЗ)!Iеняемы независимо одна от дру
гой. Поэтому выражение (104) представляет, в сущно
сти, ноличество тепла, поглощаемого элементарным 

параллелепипедом при весьма малых изменениях незави

симых переменных t, dx, dy, dz, gxy, gxz' g11 z, и выра
жение (98) для величины q имеет :место тольно в том 
случае, :когда элемент рассматривается в связи с остал:J:>

ными частями тела. 

Будем рассматривать элемент независимо от осталь·· 
наго тела и заменим величину q~'t в выражении (104) 
через r.q. 

TaR нан t, dx, dy, dz, gxy, gxz' gyz в настоящем слу
чае долiнны быть рассматриваемы нан независимые пере
менные, величины :которых вполне определяют Rан тер

мичеснос, так и механичеснос состояние элемента, мы 

можем представпть величину аи,т в следующем наиболее 
общем: виде: 

~W == 91~t + 92~dx + 9зоdу + <p4Bdz + 
+ 9г,оgху + rp6ogyz + f7~gxz, ( 105) 
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rде ср 1 , <р2 , • • • суть неноторые фупнции независимых 
переменных. Подставляя эту величину в выражение ( 104) 
и заменяя работу тепловых сил 'f (t) ?;Jt другим её 
выражением из (93), находим: 

~ = <f10t + (<р2 + lxx) odx + (rз + fyy} ody -t- (rp4 + l:zz) odz + 
+ (<f!s + fхп) ogxy + (ср6 + lyz) ~ggz + (<р1+txz)6gxz. (106) 

Если элемент не испытывает нинаких изменений 
в форме, то, полагая вариации удлинен:ий и снолыне
ний равными нулю, находим, что :количество тепла, 
принимаемого элементом, есть 

A<p1ot; 

следоватеJiьно, величина А~1 есть не что иное, как 
истинная теплоёмность при постоянном объёме. Её мы 
означим через cv. Следовательно, 

(107) 

Если же элемент принимает тепло, не изменяя своей 
температуры, то, полагая в выражении ( 106) величину 
~t равной нулю, находим: 

~ == (<р2 + lxx) adx + (срз + tyy) ady + ( ~4 + tzz) odz + 
+ (ср5 -+ fx 11 ) ogxy + (rp6 + tyz) ogyz + (ср7 + lxz) ogxz· (108) 

Но, с другой стороны, тепло, приливающее н телу, 
не повышая его температуры, должно целиком пере

ходить в механичесную работу, действуя на.к сила тепло
вая. Следовательно, 8q до:11нно переходить в работу сил 
тепловых, потому что через их посредство теплота 

может совершать механичесь:ую работу. Итак, 

~ = lxxodж + lyyod11 + lzzodz + lxyogxY + lxz08xz + ly-zBgyz. 

Сравнивая это выражение с (108), мы находим: 

t:f20dx + cp3?;dy + · · · -+ <:pв~gyz + Cf70gxz =О. 
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Но так нак входящие сюда вариации не зависят друr 
от друга, то 

t.pi =О, Сfз =О, ... , р6 =О, С(>1 =О. 

Следовательно, из выраil\ений ( 105) и ( 107) находим: 

Уравнение (104) будет, следовательно; 

Бq = cv8t + Аф (t) ~]1 • 

(109) 

(110) 

25. Выражение (110) можно получить ещё иным 
., •• u 

путем, причем мы раскроем некоторые своиства вели-

чины Cv. 

Будем означать через аи внутреннюю работу, т. е. 
ту работу, которая совершается внутри элемента; часть 
этой работы существует в виде живой силы тепла. Рас
сматривая элемент независимо от остальных частей тела, 

u 

мы должны принимать, что на его поверхность деи-

ствуют внешние давления -Рхж' -Рип и прочие, 
противоположные силам упругости. Поэтому внешняя 
работа элемента, или противодействие его внешним 
давлениям, представится выражением: 

oL = PX%8dx + Pyyody + pzztd:z + Рхуаgжи + 
+ Pxz'Ogж% + Pyz,~guz· (111) 

По первому закону механичесRой теории тепла мы 
имеем: 

Что касается внутренней работы U, то она вполне 
определяется начальным и конечным состоянием тела. 

Следовательно, 8U должно быть точным дифференциалом 
некоторой фуннции ~еэависимых переменных t, d~, 
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dy, dz, gxy, gy:z ' .. gxz. Поэтому выра1-1\ение ( 112) мы можем 
представить еще в таном виде: 

аrт аи" саи ) А =дt ot + дdх + Рхж odx + 
+ (:~~ + Рии) Bdy + ... +(а~~. + Pyz) Ogyz· (113) 

Если элемент не изменяет своего вида, то вариации 
удлинений и снольжений равны нулю и, следовательно, 

,.. А аи~ 
{J q == ~-':1. д t (J t' 

от нуда занлючаем, что 

аи 
Cv =А дt . (f 14) 

Если температура элемента остаётся неизменной, то 
вся внутренння работа аи занлючается в моленулярной 
работе, в преодолении частичных сил. Следовательно, 
при ot ==О величина oU принимает следующий вид: 

аи аи аи 
'OU = adx 8dx + дdу 3dy + · · · + agxz 8gx:z = 

= Рхх adx t РУи ody + · · · + gx:z ~gxz· 
Таи нан это выражение должно иметь место для 

u u 

всяних значении вхопящих в него вариации, то должны 

существовать равенства: 

аи аи аи 
Рхх = ad ' РиУ = ad ' • · ·, Pxz = а-;;- · 

х у ьхz 

Следовательно, полное выражение величины аи будет: 

oU = ~ ot + Рхх odx + Рии ody + Pz:z odz + Рхи 8gxu + 
+ р у z а g у :z + Px:z а g Х'1.. ( 115) 

Подставляя эту величину в выражение ( 112) и обра
щая внимание на соотношение ( 3), находим: 

oq = Cv ot +А [ lxx odx + tyy ody + t:z:z odz + tжУ ogxy + 
+ tx:z ogx:z + lyz ogw:z]' ( 104") 

1\оторое и есть исномое термичесное уравнение. 
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Выражение ( 115) уназывает неноторые свойства ве
личины cv. Таъ: RaR oU есть полный дифференциал, то 

1 дс1J д Рхх 1 дс1J д Р1:у 1 дсv д Pxz 
А дdх == 7ft ' А дd 11 = -ВГ ' · · · ' А д gxz = 7ft · 

I-Io моле:куJ1ярные си:Jы, 1~ан по1~азыnают выраже
н~н1 (74), не зависят от температуры t. Слеловательно, 
величина cv, т. е. истинная теплоемность при постоян

ном объёме, не зависит от удлинений и снольжений, 
" 

а моJ-нет быть тольно фуннцией температуры. 
Рассм.атрпвая же элемент нак часть всего те;rа, ве

J1ичина cv настолько будет зависеть от удлинениi1 
и скольтени:П, наснольно от них завпспт температура. 

26. П редыдущпе исс.педоnания тотчас же приводят 
нас к следствпю, ноторое есть не что иное, нан тан 

называемый второй занон механической теории тепла. 
Рассматривая термическое уравнение ( 110), мы занлю
ч~ем, что вторая его часть, а следовательно и oq, не 
есть точный дифференциал. Между тем, разделяя это 
выражение на фуннцию 

y(t)=N+N1 t, 
мы находим: 

(116) 

Так нак cv есть фуннция одной температуры t, то 
вторан часть выражения ( 116) есть точный дифферен
циал. Следовательно, фуннция у (t), зависящая от одном 
температуры, и притом лине:iiным образом, есть инте
грпрующиii дс:тптель термичссного уравненпя ( 110). 
В суп~естnо.наннп по;~обного делптсля п занлючается, 
:кан известно, второ11 за1~он l\Iеханнчесной теории тепла. 
В нашей теорпп он нв:тяется пе более нан следствпе~1 
основных пре;:1до:Iоiненпi'1 п для своего выrюда не требует 

u 

нинанпх новых допjщен:ии. 

Второй заhон механпчесноi'~ теорпп тепла выводится 
из предпо:~оi-I.-\еннн, что непьзя перевести тепло из тела 

более холодного в те;~о более тёплое без затраты работы. 
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Отсюда выводят, что пнтегрирующиii делитеJIЬ должен 
представляться фунт-\цпей те:мпера1 уры, общей д:~я всех 
тел; из сравнения с явлениями, представлне:мьпп1 неЕо

торыми газами, эта фуннцпя даётся в впде Т =а+ t, 
где а= 273, и величина Т называется абсо;~ютноii те:\1-
ilературой. Найденная нами фун1а~пя у (t) мо1нет быть 
представлена в виде: 

<jJ ( t) = Ьа1 [ ~~;tл - f 0 + t J . 
Если пренебречь изменением, в деi1ствптельности 

весьма малым, ноэффициента ;~инеiiного расшпренпя at 
с температурой, то q> (t) отличалась бы от вырал\енпя Т 
постоянным множителем. Тогда, полагая 

( 117) 

это выражение представило бы та1--.:.1не абсолютную теl\:-, ,,.. 
пературу, иоо тепловые силы перестали оы существо-

N 
вать при t = - JJ . Rроме того, мы :могли бы полоп<итL 
N 
N = 273. Однано мы но настаиваем на этих результа-

1 

тах, тан пан :мы изучаем тани:е процессы, прп иоторых 

,ризичесr-\ое состояние те;~ пе из:меняется. К рошптсль
ным результатам могло бы привестп исследование про
цессов, в иоторых одновременно J частвовали бы упругие 
твёрдые и газообразные тела, процессов, и ноторым 
можно было бы приложить указанное выше основание 
второго заиона механичесной теории тепла. Заметим, 
что ни1не мы будем пренебрегать, большеii частью, за
висимостью величины at от температуры. 

Различные виды основного термического уравне
ния. 27. ~Iы будем расrl\1атривать э:те~ентарный парал
лелепипед независимо от остальных частей тела. П ре
образовывая различным образом основное термическое 
уравненпе, мы прпдём н результатам, представ11я1ощим 

обобщение найденных I\;~аузиусом и Томсоном. 11з вы· 
ражений (3), (73) и (7 4) мы занлючаем, обращая вни-
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мание на обозначение (117): 

t -ТаРхх 
хж - ат ' 

дPt'V 
lyu = Т ат , t т аРв 1, 

zz = ат ' 
(118) 

оРх11 
txu -=-Т ат ' 

дPvz 
ty'Z =тат ' 

дРхе 
txz = Т ат . J 

Вследствие этих соотношений термичесному уравне
нию (104") мы можем дать таной вид: 

~q Cv ~ Т дРхх d дРуу ~d Т aPxz ~ 
А= А ot + ат а ж + т ат Q у+ ... + ат ugX%" 

(119) 
ВеличИны t хх, t у у , ... , t xz имеют, кроме указанного 

вами значения, ещё другое, дающее возможность опре

делять их путём опыта. Произведения этих величин 
на А суть не что иное, нан ноличество снрытой теплоты, 
поглощаемой при удлинении или снольжении, равном 
единице. Например, если изменяется в элементе тольно 

dx1 то А · lxx · 1 есть предел отношения Л~q ; следова-
х 

тельно, работа, производимая тепловой силой при удли--
нении или снольжении на единицу, есть соответству

ющая снрытая теплота. 

28. Примем за независимые переменные величины 
t, Рхх' Руу, Pzz' Рху, Pyz, Pxz· Прежде чем мы выразим 
в них основное термичесное уравнение, отыщем произ· 

водные удлинений и снольJ-нений по новым независимым 
переменным. 

Означая 

Л 1 у ( t) - Л = А, ( k 1 + х 1) ф ( t) - ( k + х) = В, 
k 1 ~(t)-k=D, ~ w (t) - !.. := Е 2 ' 2 , 

м:w находим из выражений (73) и (74): 
Рхх= А+ Bdx+ D (dg + d:J, 
Руу =А+ Bdy + D(dx + dz), 
P;:z =А+ Bdz + D (dx + drl), 

} ( 120) 

(121) 

(122) 
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Иа выражений (121) мы находим: 

dx= _ А +(B+D)Pxx-D(Pyy+Pzз) } 
B+2D (B-D)(B+2D) ' 

А (B+D)P 11 y-D(Pxx+Pa) 
d;J= -B+2D+ (B-D)(B+2D) ' (123) 

А (В+ D) Р,е- D (Рхх +Р1.у) 
dz= -в+2n·+ (B-D)(B+2D) ____ . J 

Таи наи мы прйнимаем величины Рхж' Руу и пр. 
и величину t за независимые переменные, то из выра

жений ( 123) и ( 122) мы получаем: 

~х а~ а~ в+п l 
ЁJРхх = дР1111 == дР1z =(В- D) (В+ 2D)' 

дdх дdх дdу дdу дd, дdz 1 
аР1111 = аР,-; = дРf; =ар;; = аР"" = аР111 = } 

--(B-D)(B+2D)' 1

1 дgху дf!жz дg11z 1 
дРх11- дРхz = дР11z = Е . J 

(124) 

Остальные производные удлинений и спольжений 
по силам упругости равны нулю. 

Теперь определим производные по температуре. Диф
ференцируя первое из выражений (121) по t, находим: 

Qa: ),1N1+N1 (k1 + х1) dж + ki (dy + dz) + 
+ вдdх + n(дdy + дd·) 

дt дt дt • 

Сравнивая это выражение с первым из ( 73) 
мw uаходим первое из следующих равенств: 

' дdх (дdу дdi) 1 -N1Px;r;=Bдt +D ат+ае ' 1 

N " В дdu D (дdх аа.) ~ 
-- i Pvu = дt + дt + дt ' 

d дd 
"т , В аа. D са х :и) J 

- j у t р :ZI = "if + UI + i)J • 

и (77), 

(125) 
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Сравнивая эти выражения с ( 121), мы заключаем, 
что производные от удлинений по температуре получатся 
из выра1!\ений ( 123), заменяя в них этими производными 
удлинения, величины Р .rx' Р !1 у, P::.z заменяя соответствен
но первыми членами соотношений ( 125) и полагая А= О. 

Таним образом получим: 

дdх_ -N (B+D)p~x-D (Pyy+P~z) ' 11 
д t - 1 (В - D) (В + 2LI) 

·дd11 _ -N (В +D) Р;и- D (Р;, + Р;") l (f 2б) 
дt - 1 (В - l.J) (В + 2П) - ' r 

a·dz _ -N (B+D)p~z-D (Р~х+Р;у) 1 
at - 1 (В - D) (В + 2/J) ' J 

-.:.= 
дt 

дgз,8 _ N Pxz 
аг- - 1 Е . 

' -N1 Ру: 
Е ' (127) 

Основное термичесное уравнение, взятое в форме 
(110), в новых независимых переменных будет иметь 
следующий вид: 

iq = [ c0 +A~(t) ~t] 0t+ 

+ A1JJ (t) [ аВ:t оР хх + aaPit 8Руу + aa:t ~P%Z + 1 
хх . уу zz 

дlt "Р дlt ('\р J_ дlt ~р ] (128) + дРху о жУ + BPxz r; xz • дРуs а Yz • 

Если силы, действующие на поверхность элемента, 
остаются неизменны:\1и, то вариации их обращаются 
в нуль, и следовательно, 

aq = [ с.+ A<f (t/Jit] U. 

Величина, стоящая в сnобнах, может быть рас
сматриваема 1-\al\ теплоёмкость при данных постоянных 
силах, действующих на поверхность э;~емента. Мы озна-

" " -qи:м ее через ер, и она представляет величину· с оолее 
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общим значением, чем теплоёмкость при постоянном 
давлении. Следовательно, 

сР --=- cv + Аф (t) aJit • ( 129) 

R этому выражению мы вернёмся ещё впоследствии. 
Согласно с тем, что было сназано выше, 

а J t , ad + , ad у , ad z 
ар = Р~жар- + РУУар + Pzzap , 

хх хх хх жх 

aJt , agxy 
дР = Рхи дР • 

ху жу 

Подставляя в эти выражения величины производных 
из соотношений (124) и сравнивая найденные резуль
таты с производными по температуре t (126) и (127), 
мы находим: 

а J t 1 ad :е а J t 1 а g х у 
аРхх = - N1 at ' аРх11 - - N1 at. ( 1З0) 

Точно так ;не преобразуются и другие коэффициенты 
вариаций в выражении ( 128), так что это последнее мы 
можем представить в следующем виде: 

"' "" [ adx ad!I ... ad, "' 
oq = cPot- АТ ат оР хх + ат oPuu + ат oP:z + 

(131) 

Нам придётся указать ниже связь между излагаемой 
теорией и иссцедованиями уже известными. В видах 
этих указаний нам нужно будет отыскивать дифферен
циальные соотношения между иоэффициентами при 
вариациях в основном термичесном уравненип. Эти 
соотношения в существовавших до сего времени иссле

дованиях представлялись условиями, между тем кан 

здесь они тождественно удовлетворяются. 

Дадим выражению (131) следующий вид: 

~q = cP8t + Н жхаРжж + Н uu8Pyy + Hzzapzz. + Н ху~Рхи + 
+ Н у%8Р yz + Н xzBP x:z. ( 132) 

! Н. А. Умоа 
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Мы имеем по выражению (128): 

дер • д2Jt 
дР =Af.\)(t)ap дt' 

.J,."C ::сх 

дНхх =AN1 дJ, +АФ(t) д'l.ft ' 
дt дР7х ' дtдР::с::с 

откуда 

_д_сР __ ~ дНхх = -·AN дlt 
дРхх дt 1 дРхх • 

(133) 

Точно таи же найдём: 

дер - дНх~ = -AN1 дlt . 
дР::су дt дР::су (134) 

Со3тношения ( 133) и ( 134) упрощаются с П\)Мощью выра
жений (130) и принимают следующий вид: 

дер дНхх дdх 
дР хх - - at .=А ат.' 
дер ан ::су дg::су 
-----=А . 
дРху дt дТ 

(135) 

Подобные же тоrндественные дифференциальные соот
ношения получатся для ер и других коэффициентов 
вариаций. Выражения (135) доназ:;rвают, что вторая 

._. 

часть основного термичесного уравнения не есть точныи 

дифференциал. 
29. Примем теперь за независиl\·1ые переменные изме

нение объёма б (или объём, ибо ин равен 1 + Ь, следо
вательно, его переменная часть есть б) и силы Ржх, Руу, 
Pzz' Рху, Pxz, Pyz. В рассматриваемом случае мы пред
ставим основное термическое уравнение в следующем 

виде: 

aq = Lo-:a + Lxx'OP хх + Li yoPliU + Lzz~pzz + LxyaP Жl/ + 
+ Ly:.OPyz + Lxz~Pxz· (136) 

Выражения для ноэффициентов легно получить из 
уравнения (132). С этой целью нужно выразить вели
чину t в фуннции выбранных нами независимых пере-



ТЕОРИЯ ТЕРМОМБХАНИЧЕСRИХ ЯВЛЕНИЙ (31 

менных и, подставив в выражение ( 132) . вариацию ot, 
вырал\енную в вариациях новых переменных, сравнить 

найденный резу ль тат G.. соотношением ( 136). 
Снладывая выражения -( 121), мы находим одно соот

ношение между t, е, Р хх' Руу, P2z: 

Ржж+Руу + Pzz =ЗА+ (В+ 2D) fJ, (137) 

откуда занлючаем, что t не зависит от сил, производя

щих снольжение в данном случае. Подставляя поэтому 
в соотношение ( 132) величину 

дt дt " дt дt ot = д6 об+ дР tJP :сх + дР оРуу + дР оР zz 
хх VY •• 

и сравнивая найденный результат с уравнением ( 136), 
находим: 

дt 
Lo =ер ае, 

дt 
Lхх=Нхх+сРдРхх' Lxy=Hxy, 

дt 
Lyy=Huy+cPдP , Lxz=Hxz, 

уу 

дt 
L:zz = lfzz+ ер дPzz' Lyz =Hyz· 

) 

(138) 

Отыщем дифференциальные соотношения между этими 
коэффициентами. Мы имеем: 

дLа ( дер ) дt дер дt дt дt.t 
--= -+---+е ' 
дР хх дРхх д6 дt дР хх д6 Р д6 дР хх 

дLхх дН хх дt дер дt дt a2t 
д6 = дt д6 + дt д6 дРхх +ер д6 дРхх. 

Здесь производные, поставленные в снобни, поназы
вают, что они берутся по переменным, непосредственно 
входящим. Вычитая найденные выражения, находим сле
дующее тождество: 

rJLa дLхх [ ( дер ) дН хх ] дt 
iJPж:x:-. -at = дРхх - дt аа . . (139) 
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bt 
Но по тождеству ( 135) :коэффициент у ао ра:еен 

А дdх 
ат ' 

и таи как по соотношениям ( 123) удлинения зависят от а 
только через температуру t, мы находим: 

дLо - дLхх =А дd:х; • ( 140) 
дРхх д6 д6 

Это выражение есть не что иное, кан обобщённое 
первое главное уравнение механической теории тепла. 

Из выражений (138) мы находим танже: 

дLа ( дер )дt 
дР:су = дРхv д6 ' 

дLх11 ан х11 at 
до= дt д6. 

Вычитая эти выражения и обращая внимание на соот
ношения (135), находим: 

(141) 

Мы найдём тождественные соотношения между Lв 
1-1 другими ноэффициентами вариаций, совершенно сход-
ные с выражениями (140) и (141). · 

30. Для последующих изысканий нам необходимо 
подробнее исследовать выражение ( 137). Решая его 
относительно О, находим: 

Рхх + Руу + Psz -3 [А1~ (t) -Л] 

о == (3k1 + Х1) 'f (t) - (3k1 + х 1) • ( 
142) 

Но величина t, на:кова бы она ни была, всегда 
удовлетворяет тождественному соотношению (80); послед
нее же даёт нам: 

1-1Ф (t)- Л = Р0 - [(3k1 + j{J) ф (t)- (Зk + х)] а (t - t 0). 
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Подставляя это вырал\ение в величину ( 142), находим: 

Рхх + Ру11 + Р151 -3Ро 
6 = (3k1 + "1) tJ; (t)-(3k + х) +За (t-to)· (14З) 

Заметим, чт-о величина За есть ноэффициент нуби
чесного расширения под постоянным давлением Р 0 • 

Предыдущее выражение можно упростить ещё более, 
исследуя физичесное значение входящих в него величин. 

Пред ставим себе, что величины давлений Р жж, Р и ь , Р :.% 

равны между собой и величине Р и что тело растяги
вается при постоянной температуре t; из выражения (143) 
мы находим: 

дб 3 = зз 
дР - (3k1 + х1) ~ (t) - (3k + х) 1 

' 

(144) 

где величина 3~ есть ноэффициент нубического растяже
ния. Мы уже заметили выше, при выводе термичесного 
уравнения для элемента, что для равновесия последнего 

мы должны принимать, что внешние силы, действую

щие на его поверхность, противоположны силам упру

гости, действующим на ту же поверхность. Таи нан силы 

упругости Р хх' Руу, Р2= мы принимали положитель
ными, т. е. рассматривали их нан давление, то внешние 

силы, действующие на поверхность элемента, должны 
быть натяжениями. Наоборот, если внешние силы будут 
давлениями, то силы упругости должны быть снабжены 
отрицательным званом, и 

дб 
дР = -3~. (145) 

Вводя величину З~ в выражение ( 143), находим: 

О= За (t-t 0 ) + ~ (Рхх + Руу + Pzz-ЗP0) (146) 
или 

6 = [а (t- t0 ) + ~ (Р хх-Ро)] + [ a(t - t 0 ) + ~ (Руу - Р0)] + 
+ [а ( t - t0 ) + ~ ( Р zz - Р 0 )]. ( 14 7) 

Из этого выражения мы занлючаем, что нубичесное 
расширение равно алгебраичесной сумме расширений, 
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производимых теплотой и силами упругости по трём 
взаимно перпендинулярным IJаправлениям. 

Из выражения ( 146) мы находим величину полного 
дифференциала от 6: 

d6 = [За+:~ (Р""+ Рии + Pzz -ЗРо)] dt + 
+ ~[dPxx+dPyy +dPzz]· (148) 

Уравнения Клаузиуса. 31. До сих пор исследова
ния механической теории тепла :касались та:ких процес

сов в телах, при которых температура оставалась оди

наковой во всех частях тела и поверхность его испыты
вала во всех своих частях равные нормальные давле

ния. Мы введём эти условия в неопределённое терми
ческое уравнение для элемента тела и получим те же 

самые соотношения между .ноэффициентами вариаций 
..,. 

и виды термичесного уравнения, которые наидены до 

сего времени. Причина, по которой мы сравниваем 
уравнения, выведенные для всеrо тела, с выведенными 

для элемента, заключается в том; что при нашей точне 
зрения предполагать температуру одинаковой во всех 
частях тела - значит рассматривать случай слитном 
частный. 

Таним образом, в найденных нами выше выраже
ниях остаеiся положить 

р ХХ = р УУ == р 'ZZ = р' 
Рху = Pyz = Pzx ===О. 

Вследствие этого выражение ( 136) примет следую-
v 

щии вид: 

(149) .. 
причем 

дt д6 дt 
Lэ = Ср ае' Lp =Lxx+ Lyy + Lzz =-АТ дt + Ср дР'(150) 
или, представляя выражение {132) в тано:м виде: 

ае oq=cpot+H оР, где Н =-АТ дТ, (151) 
' ~ 
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мы имеем из выражений (150): 
дt дt 

Lв =ер ае , Lp = Н +ер дР . 

Выражение ( 128) даёт нам та:кже: 
дJ д] 

Cp=cv+Aф(t)af, H=Aф(t)apt· 

С помощью этих ~оотношений мы находим: 

дер_дН_ -AN дlt 
дР· дt - 1 дР . 

Замечая же, что по выражениям (130) 

Рхх == Руу == Pzz = Р 

дJt с дJt дРх:t -L- ~Jt дРуу + дJt дPzz) 
дР = дР хх дР ' дl\'t дР дР sz дР 

мы преобразуем: тождество ( 154) в следующее: 

1~5 

( 152) 

( 133) 

( 1.54) 

дер ан_ А д6 (155) 
дР_дt_ дt" 

Переходя теперь к величинам ( 152), мы найдём: 

дL} (дер) дl дер дt дt д2 t 
др = др д6 + дt др дб + с р д6 др ' 
дLv _ дН дt дер дt дt a2t 
д6 -ai ae+ai дРд6 + Ср д6дР-. 

Здесь производные, поставленные в скобни, поназы
вают, что они берутся по переменным, непосредственно 
входящим. Вычитая найденные выражения и обращая 
внимание на соотношение ( 155), найдём: 

дЕ~ дL 
Р_А 

· дР- д6 - . (156) 

Это-тан называемое первое главное уравнение меха
ничес:nоi'1 теории тепла, показывающее, что вторая часть 
термичесного уравнения (149) не есть точный диффе-
ренциал, ибо вели~ина А не равна н~лю. · 
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Уравнения Томсона. 32. Если разделить вторую 
часть выражения ( 149) на ~ ( t), она должна обратиться 
в точный дифференциал. Следовательно, 

Lв Lp 
_а ФТt1 а Ф (t) 
ар =-аб 

Раскрывая это выражение и обращая 
соотношение (150), мы дадим ему вид: 

Ат = L!l ат_ L ат 
.., дР Рае . 

внимание на 

(157) 

Это--так называемое второе главное уравнение механи-· 
ческой теории тепла. Легко видеть, что вследствие 
соотношений (152) и величины Н (151) оно обращается 
в тОiндество. 

Осn:овное термичесl\ое уравнение легко представ
ляется в следующих двух видах, данных Томсоном. 

Именно, из выражения ( 119) находим: 

аР 
~q =с" ~t + АТ ат гв, ( 158) 

и из (131) 
• ~ i:-. АТ ав "р 
u q = с Р ~ t - ат о • (159) 

33. Преобразуем теперь при рассматриваемых усло
виях первое из выражений ( 153): 

- 41 (t) aJt Ср-С"- ... ~ at. 

Замечая, что при настоящих условиях величина J m, 

а следовательно, и 11, каи поназывает выражение (96), 
есть фуннция одного 6, мы находим: 

- - А 1 ( ) aJ t • ае Ср с" - ~ t аб at . (160) 

Но второе из выражений ( 153) и второе из ( 151) 
дают нам: 

Jl = A•ti (t) aJt . ав = - А Ф (t) ав (161) 
т ае дР N1 ае ' 
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откуда 

дlt t 1 дб 
д6 = - N 1 • ао · ат · (162) 

дР 

Следовательно, выражение (160) примет следующий 
вид: 

1 (д6)2 

с р - Cv = -- АТ . дб at . (163) 

дР 

Относя это выражение R случаю, Rогда внешние 
силы, действующие на поверхность элемента, суть давле
ния, мы находим из (148), полагая Ржж = Руу = Pz% = Р 
и меняя зна:ни сил упругости: 

ав 3 а~ at =За- at (Р-Р0), 

И И3 (145) 
дб 
ар= -3~. 

Подставляя эти величины в выражение (163), полу-
чаем: 

АТ { 3а - 3 ~! (Р - Р о) } 
1 

Ср - Cv == Зd • (164) 
' 

Найденное нами соотношение между обеими тепло
ёмностями представляет обобщение уже известного 
в механической теории тепла, в которой до сих пор, 

- а~ О в приложении и телам твердым, принималось дt = . 

Но :мы получим то же самое выражение для начала 
процесса, когда разность Р - Р 0 бесконечно мала. Имеем 
в этом случае: 

АТ(3а)2 

Ср -Cv= 3~ • (165) 

Приложение основного термического уравнения 
JC 11екоторым термомеханическим процессам, 34, Мм 
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переходим к изучению неноторых общих процессов, 
ноторым могут следовать термомеханичесние изменения 

в телах твёрдых. 

Второй занон механической теории тепла даёт воз
можность вывести две теоремы для случая, ногда твёр
дое тело, испытав целый ряд процессов, возвращается 

снова в своё первоначальное состояние, т. е. ногда все 
измеllения сост&вляют таи называемый ~руговой процесс. 

Процессы, для ноторых имеет место основное терми
ческое уравнение (104), мы будем называть процессами 
первого poqa. Разделяя уравнение ( 104) на фуннцию ф (t) 
и замечая, что вторая его часть обращается при этом 

в точный дифференциал, мы находим, интегрируя. его 
от момента 't' 1 , соответствующего началу процесса, до 

момента -r 2 , ног да тело совершило -,.; р уговой процесс: 

(166) 
't'l 

Процессами второго рода мы будем называть тание, 
длн ноторых имеет место тольно неравенство ( 100). 
Поступая с ним, нан с выражением (99), мы перейдём 
от него R элементу, таи что длн. венного элемента ·тела 

будем иметь: 

(167) 

Разделяя это выражение на ф ( t), замечая, что .вто
рая часть есть точный дифференциал, и интегрируя 
от начала до нонца кругового процесса, находим: 

':2 

\ oq 
J ф (t) >о. (168) 

"=1 

Наiiденные нами выраrr~ения имеют место для эле
м~нта; но, распространяя пх на всё тело, находим для 

nруговых 11роцессов пep:EJOJ,'O рода: 

't2 

~ ~ ~ dxdy dz ~'1'o~t) =0 
't\ 

(169) 
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п второго рода: 

(170) 

Оба эти выражения представляют обобщение соот
ветственных выводов механической теории тепла и пере
ходят в них, предполагая, что температура одинакова 

во всех частях тела. 

Мы переходим теперь н харантеристине наиболее 
замечательных термомеханичесних процессов. 

35. Процессом адиабатическим называется обыкно
венно ряд изменений, совершающихся в теJ1е, ногда 
н нему не приводится и от него не отводится теплота. 

У дерiнивая это определе.ние для процессов, совершаю-.. 
щихся во всем теле, мы дадим другое определение для 

процесса, совершающегося в элементе. Мы примем, что 
адиабатичесний процесс элемента занлючается в том, 
что н элементу стольно ;не приливает, снольно и отли

вает тепла. 

Обращаясь н выражению (104), мы находим для 
характеристини этого процесса следующие условия: 

q ==о, } 
cv~t+A·~(t)ol1 ==0. <

171
) 

Принимая вместе с Илаузиусом, что истинная тепло
ёмность при постоянном объёме есть величина постоянная, 
или же полаr ал, что она весьма мало изменяется с тем

пературой, мы находим, интегрпруя выражение (171) 
по разделении его на ~ (t): 

лfv1 ln (N + N1t) = -!1 + k. (172) 

Замечая, что величина N 1 одного порядна с ноэф
фициентом J1инейного расширения тел и что, следователь
но, величина N 1 t для средних нолебаний температуры 
очень мала, мы можем представить предыдущее выра

жение следующей приблпжённой величино:й: 

-2_ [l N+N1t_Nft~] = -J k 
AN n N 2№ t + . 

, 1 
(173) 
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Чтобы определить величину k, нам нужно знать 
температуру t и величину J t для начала процесса. 
Означая их значнами, находим: 

лJv1 In(N+N1t')= -J;+k. (174) 

Вычитая одно из другого выражения ( 173) и ( 17 4), 
находим: 

(175) 

откуда 

Т AN1 (J'-J ) 
Т' = е cv t t • ( 176) 

Первое из выраiнений ( 171) даёт для определённого 
момента занон распределения температур; выражение же 

( 176) даёт зависимость между возрастанием температуры, 
от начала процесса до взятого момента, и изменением 

перемещений. , 
Рассмотрим частный случай адиабатичесного процесса f 

когда все давления равны и нормальны. В этом случае 
по выражению (96) ммеем: 

J, = ),16 + 3k; :-9xl е2. (177) 

Подставляя это выражение в величину ( 176), мы 
найдём соотношение между температурой t и нубичесним 
расширением 6-соотношение, которое может быть пред
ставлено плоской кривой, принимая за координаты t 
и О. Мы определим приближённый вид этой кривой, 
пользуясь выражением (173). Иснлючая из него k с по
мощью соотношения (174), наход:им: 

---2_ [N1 (t- t') - N~ (t2- t'2)] = ]/ -J · (178) AN
1 

N 2№ t t, 

подставляя сюда величину J, из выражения ( 177) и группи
руя известным образом члены, находим: 

3k1 + "1 82 - c.,,N1 [2 +) е + !.!:__ t =) 6' -L- 3k1 + Х1 (j'2 + 
~ · 9 2AN2 ' 1 AN ' 1 ' 2 • 9 

+ ~- t' - c1N1 t'2 (179) 
дN 2Afl'A . 
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Если мы примем за прямоугольные координаты вели
'Jииы 6 и t, то предыдущее выражение представит собой 
rиперболу, ноординаты центра ноторой 61, t 1 будут 
величины 

Заметим, что величина N 1 очень мала, и, следователь
но, в абсолютной величине t 1 > 6 1• 

Таи нан формула (173) верна тольно пона 

-1<z1 t<1, 
то, следовательно, тольно те части ветвей гиперболы 
приблизительно совпадают с нривой ( 176), для :которых 

--ti<t<t1. 

Мы займёмся теперь вопросом о повышении или 
понижении температуры с изменением давления в про

цессе адиабатичесном. Этот вопрос имеет интерес в тех 
случаях, ногда тело настольно быстро сжимается или 
растягивается, что между частицами тела и между телом 

и окружающей средой не успеет произойти обмен тепла. 
Из выражения ( 159) мы находим, вводя в него 

условие 'Oq = О: 

откуда 

at АТ ае 
дР = с; . д t • ( 180) 

Но из соотношения ( 148) мы находим, полагая в нём 
все давления равными: 

:: =За+ 8 ~~~) (Р-Р0); 
следовательно, 

:~ = ~; [За+ а ~~;i) (Р-Р0) l · (181) 
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Это выражение по.называет, что пана разность Р - Р 0 
дt u 

ниже известного предела, величина дР имеет одинановыи 

знак с ноэффициентом кубичесного расширения За. 
Итак, если За положительно, т. е. тело от тепла рас-

дt 
ширяется, то дР тоже положительно; следовательно, 

с возрастанием давления возрастает температура, 

и обратно. 
Вообще говоря, существует предельная величина 

давления или растяжения, для ноторой выражение (181) 
обращаетсf.1 в нуль, и при давлениях или растяжениях, 
больших или меньших предельной величины, изменения 
температуры будут обратны. 

36. Такой ряд изменений тела, при котором темпе
ратура каждого из его элементов остаётся неизменной, 
называется процессом изотермическим. Этот процесс 
харантеризуется тем, что Bt =О; следовательно, из выра
il\ения ( 104) мы находим: 

oq =А~ (t) oJt. (182) 

Вопрос об изотермическом процессе есть не что иное, 
как вопрос о стационарном распределении тепла; но 

в нашей теории этот вопрос ставится гораздо общее, чем 
в общепринятой. В самом деле, в последней стационар
ное распределение тепла непременно предполагает oq =о. 

Означая через Q всё ноличество тепла, притеншего 
н элементу от начала процесса до его конца, имеем: 

Q = Аф (t) (Jt- J~). (18З) 

37. Ряд изменений тела, при котором внутренняя 
работа остаётся неизменной, называется процессом иJ-о
динамическим. 

Приравнивая нулю выражение ( 115), представляющее 
изменение внутренней работы, находим, замечая, что J т ,., 
представляет paoory сил моленулярных: 

(184) 
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Интегрируя это выражение и означая через t 0 и J~1 ... 
начальные величины температуры и моле:кулярнои ра-

боты, получим: 

(185) 

Основное же термичесное уравнение ( 112) примет вид: 

~ == Pxxodx +Ру ody + P'Zzld: + Pxy8gxy + Pxz~gxz + 
+Py'Zogy'Z· (186) 

Вставляя в основное те рмичесное уравнение ( 104) 
величину из выражения (185), находим: 

aq - "J + , (C·vt~· +А (J~ - J т)) '"'J ---о w ot, 
А т • с -

tl 

(187) 

от иуда 

\ . aq -~ lnф [cvtu+A(J~-:-Jт)] + 
) А 

1 
[ c,to + А ~:g. -J т) J - AN 1 Cv 

+ Jt + const. (188) 

Приложим найденные нами выражения н случаю, 
ногда элемент находится под действием равllых и нор
мальных сил. 

Подставляя величину J т из в~ражений (96) в выра
жение (185), находим, груп·пируя известным образом 
члены: 

(189) 

Принимая t и е за прямоугольные ноординаты, это 
выражение представит параболу, ось :которой параллельна 
оси координат t и положение ноторой определяется 
величиной 

а == _ 9Л 
1 Зk + х ' 

аналогичной с величиной е 1 , определяющей положение 
мнимой оси гиперболы, представляющей адиабатический 
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nроцесс. 1\оордияата же t~ вершины параболы оnреде~ 
ляется величиной 

, А [ JO 9Л ] 
t1 = to +с; m - 2 (3k + ~) • 

Эта величина может быть положительной или отри
цательной. 

Подставляя в выражение (187) величины Jt и Jт 
из (177) и (96) и означая через Q ноличество тепла, 
поt·.лощё11нQе элементом от начала процесса до рассматри
ваемого .момента, легно найдём: 

38. Если, начиная с неноторого момента, частицы 
тела удерживают неизменную температуру и не пере

мещаются более, то таное состояние тела мы будем 
называть тер.момеханическим равновесием. В этом случае 
для всех последующих моментов величины ~t и SJt 
равны нулю, и, следовательно, термическое уравне

ние ( 104) принимает вид; 

q=O дqx+дqv+дqz_O 
или ах ау az - . (191) 

111. ПРИЛОЖЕНИЕ ОСНОВНЫХ УРАВНЕНИЙ 
к ПРИБЛИЖ)jнному РЕШЕНИЮ ТЕРМО:МЕХАНИЧЕСНИХ 

ВОПРОСОВ 

39. Основным уравнениям может быть дан иной вид, 
более удобный в приложениях, если мы припомним 
степень приближения, ноторой мы придерживались при 
выводе всех наших занлючений. С одной стороны, мы 
пренебрегали произведениями удлинений :и скольжений, 
с другой - квадратами коэффициента кубичесного рас-
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ширения (За) и величин одного с ним порядна. Это даёт 
,_ 

нам право пренеорегать точно таи 1-ке произведениями 

величин порядна а на удлинения и скольжения. Так 
нан подобного 1не порядна будет величина N 1 , входящая 
в фуннцию ~ (!), то, означая через t' переменную часть 
температуры t, мы можем написать: 

~(t) =fVт2 +N1t', . 
где 

N 2 =N+N1t0 , 

и если переменная часть t' невелина, то произведения 
N 1t' на удлинения и снольжения могут быть пренебре
гаемы нами при приблизительных решениях вопросов. 
Ниже мы удержим за переменной частью температуры 
прел\нее означение t и за частью фуннции ф ( t), не 
3ависящей от изменений температуры, удержим озна
чение N. 

40. Преобразуем выражения сил упругости (3), на.
пример величин Р хх и Р хУ: 

Р хх = ф (t} (),1 + (k1 + Х1} dx + ki (dy + d7 }] -

-р, + (k + х) dx + k (dy t d%)], (192) 

Pxu = [ '-1Ф2 (t) _; ] gxy· 

Представим себе, что нами отыс~~аны с помощью 
основных уравнений величины удлинений и темпера
туры t. Тогда мы всегда можем найти тание вели
чины d~, d~, а;, иоторые удовлетворяют равенствам: 

dx= d~ +а (t-t0 }, dy = d~ +а (t-t0 ), 

d2 = d~ +а (t- t0 ). (193) 

Подставляя эти выражения в первое из соотно
шений ( 192) и обращая внимание на соотношение (80), 
имеющее место для веяной темпера туры t, находим: 

Рхх = Р0 + ~ (t) [(k1 + х 1 ) d~ + k 1 (d; + d;)] -

-[(k + х) а;+ k (d~ + d;)]. (194) 
te н. А. Vм•а 



146 И.А.УМОВ 

Подобным же образом моiнно преобразовать и осталь
ные две нормальные силы упругости, что дает возмож

ность вводить в решение вопроса тоJ1ьно разности 

Р хх- Ро, Руу - Ро, Pzz - Ро. 
41. Пренебрегая в выраiнении (194) произведениями 

N 1dж, N 1dy, 1V 1d7 и во втором из выраiнений ( 192) -
величиной N 1g х;;, :\1Ы находим: 

Р хх = Р о + [ N ( k 1 + х 1) - ( k + х)] d ~ + 
+ (Nk1 - k) (d~ + d~), ( 195) 

.Полагая 

находим: 

р - Nx.1 - " 
. ху- --2- gx:J · 

Рхх=Ро+ (а+ a.1)d~+ a(d~+d;), ·1 
Pyu == Ро +(а+ сх 1 ) d~ + а (d~ + d;), 

Pzz = Ро + ( (/, + ~i) d~ + Cl (d~ + d~), 
р 111 р а1 р а1 

xy=2gxy, xz=2 gX::.' yz=2gyz· 

(196) 

(197) 

(198) 

Эти выражения совпадают с общепзвестными форму
лами для среды постоянноii упругости, ноrда она под
вержена начальному давлению Р 0 • 

Введём ещё новые обозначения. Пололатм: 

Хх = ( fJ. + "'1) dx + (1, (dy + d~J, Ух= Ху = ~1 gx ' 1 
1 

у у == ( ~ + tJ, i) d у + 'У. ( d х + d :.J' z х -=- х: = ~1 
g х:::' i ( 199) 

Z ( ) d (d d ) у=- -- Zu -- '1_:2_1_ gy.,,. JI z = 1. + l:J..1 :: + 'J. х + !' ' ~ -

Вследствие этого выражения ( 197) примут следующиii 
вид: 

Pxr; == Ро-+ ""Ух, 

Руу = Р0 +Ус, 

Pzz = Ро + Z::., 

(200) 
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Следовательно, основные уравнения (84) 
в следующие: 

дХх+дХ11 +~Хz+,)Х=О ) 
дх ду дz 1 ' ~ 
дУ х + дУ 11 + дУs + у= О 
дх ду дz ~ ' 1 

az х + а Z 11 + az21 -1- Z = 0. J 
дх ду дz 1 ~ 
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.., 
пере идут 

(201) 

Условия для поверхности тела (78) прим)т сле
дующий вид: 

Р cos (Рх)- Р0 cos (пх) = 

= Хх cos (пх) + Хи cos (пу) + Xz cos (nz), 
Р cos (Ру) - Р0 cos (пу)-== 

=Ух cos (пх) +У у cos (пу) + Yz cos (nz), } {2О2) 
· Р cos (Pz)-P0 cos (nz) = 

= Zx cos (пх) + Zy cos (пу) + Zz cos (nz). 

Членам, зависящим от Хх, Ух и пр., в выражениях 
(201) могут быть даны различные формы в видах облег
чения интеграции. Эти преобразования могут быть най
дены в нурсах теории упругости. 

42. Перейдём теперь и рассмотрению основного тер
мичесного уравнения. Выводя выражение (35) для об
мена тепла, мы предполагали, что этот обмен, а сле
довательно, теплопроводность, зависит от неноторой фунн
ции температуры rp (t). Между тем в теории теплопро
водности зависимость теплопроводности от температуры 

опуснается, и получаются всё-тани результаты, довольно 
близние и истине, нан, например, в опытах над рас
пределением тenJia в тонн их стержнях. За неимением 
опытных данных это даёт нам право принять, что 

rp(t)=n+n1t, (203) 

где величина п нонечная, а п1 - величина одного по

рядна с ноэффициентом линейного расширения а. 

10* 
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Пренебрегая в выражениях (62) произведениями n1dx, 
n1dy и пр. и обращая внимание на выражения (98'), на
ходим: 

( " at " at " at) - at 
qx = п Рхх ах+ Рху ау+ Pxz дz + n11-2t ах, 

с дt -t " дt + " at) + л t at qy = п Рху ах - PuYay Pyz az n1 2 ау ' 

- с at + " at + " at) + ) t at qz-n Pxzax Pyzay Pzzaz n1,2 ai· 

1 
1 
~ (204) 

1 
J 

Заметим, что в этих выражениях следующие члены 
преобладают над всt и остальными: 

at 
пЛ2 -

ах' 

" " "· эти члены входят в величины прхх' прУУ' npzz, все 

остальные члены имеют ноэффициентами удлинения, 
снольжения и величину п 1 • Поэтому, предполагая, что 
температура t состоит из двух частей - одной нонеч
ной t, и другой t', порядна ноэффициента линейного 
расширения а, - мы представим уравнения (204) в сле
дующем виде: 

at at' 
qx = n),2 ах+ пЛ2 ах -t-

[ ( " )at " at h at] 
+n Рхх-Л2 ах+Рхиау+Рх:аz. 

at at' 
q1 == n)"2 ау+ n),2 ау+ 

1 [ ,, at ( " ) ) at " at ] ) at 
т- n Рхи ах+ РУУ - ·2 ау+ Puz az + n1 -2t ду, 

? (205) 

at at' 
qz = пЛ2 az + пЛ2 az + 

+ [. at + ,, at + ( " 1 ) at ] + "'1 t at 
п Р z ах Puz ау Pzz - 1·2 az n1 "'2 · az , J 

, ' , 
или, означая через qx, qy, qz сумму членов порядна а, 

входящих в предыдущие выраженпп, за иснлючением 
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дt' дt' дt' 
величин n),2 ах , пЛ 2 ду, n), 2 дi, мы находим: 

, дt ) at' , \ 
qx = nJ,2 а-+ п '2 -а + qx, 1 

х .?.: 1 
' дt ' дt' + ' } 

q у = п ,J 2 ду + п 1 2 ду q у' 

дt дt' ' 1 
qz = пЛ2аz + n),2 дz + qz. J 

(206) 

Означая через д2 дифференциальный параметр вто
рого порядна, мы можем представить основное терми

ческое уравнение (131) в следующем виде: 

(207) 

где 

lV а~~= дdх дРхх дdу дPuv + ... + дgys дРуz. 
1 dt дt д't + дt д<t ' дt дt (208) 

Заметим, что производные от снольжений и удли
нений по температуре должны быть вставлены в пре
дыдущее выражение из соотношений ( 126) и ( 127). 
Обращая внимание па состав этих соотношений, мы 
занлючаем, что Q не может быть ниже порядна величин 
удлинений и снольжений. Поэтому, вводя условие, 
чтобы члены разных порядков, входящие в выраже
ние (207), удовлетворяли ему независимо один от дру
гого, находим: 

дt 
n), 2 Л2t =ер д-r. , (209) 

а ' .~ дq' дq' дq' 
n)," Л t' =с _t - AJ\I"' а~~ - _! _ _!!_ _ _ z. (210) 

" 2 Р а-: а-: ах а у а z 

Первое из этих уравнений совпадает с тем, ноторое 
даётся в теории теплопроводности. Эти выражения вме
сте с (201) дают воз:\1ожность определять приближённо 
термомеханичесние процессы в твёрдых упругих телах 

при различных условиях\ Замети~, что в выраже· 
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ниях (201) величина t не должна быть заменяема сум
мой t + t', ибо она :множится на величину а, и t' того 
же порядна или же порядна удлинений и снольжений. 

Теперь нам остаётся ещё найти термичесние условия 
для поверхности. Если температура накого-нибудь эле
мента поверхности тела есть t, а онружающей его 
среды t1 , то, означал через z ноэффициент лучеиспус«а
ния, мы находим приближённо, что ноличество тепла, .. 
входящее в тело и отнесенное к единице поверхности 

и единице времени, при незначительной разности тем
ператур ~ожет быть представлено в виде: 

г(t1 -t). 

Но эта величина есть не что иное, нан qn в выра
жении ( 101). Следовательно, 

qx cos (пх) + q cos (пу) + q2 cos (nz) + з (t- t1 ) =О. (211) 

Подставляя в это выражение величины qx, qy, qz 
тепловых тонов (206) и отделяя члены разных поряднов, 
мы найдём два условия для поверхности, которым 
должны удовлетворять величины t и t' : 

r at at at ] ri>. 2 L дх cos ( пх) + ду cos ( пу) + дz cos ( nz) + ) 
+e(t-t1)=0, 1 

} [ 
дt' ] пЛа ах+ q~ cos (пх) + 

(212) 

1 
J 

[ 
дt' ' J + пЛ 2 ду + qy cos (пу) + 

+ [ n),2 а;~+ q~ J cos (nz) + et' =О. 
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УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЭНЕРГИИ В ТЕЛАХ 

1. ОБЩЕЕ ВЫРАЖЕНИЕ ЗАКОНА СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ 
В ЭЛЕМЕНТЕ ОБЪ:ЕМА СРЕДЫ 

§ 1. Определения и задача исследования. Элемент 
объёма, произволь:~о взятый внутри наной-нибудь 
среды, частицы ноеи находятся в движении, занлючает 

в данный момент времени определённое ноличество 
энергии. Эта энергия слагается из двух частей: из 
живой силы движения частиц элемента объёма и потен
циальной энергии, т. е. работы, :которая может быть 
отдана этими частицами при возвращении их из дан

ного положения в неноторое начальное, соответствую

щее устойчивому равновесию. Под энергией элементц.., 
я буду разуметь сумму живых сил частиц элемента
и его потенциальной энергии, определённой, нан_ было 
сназано выше. 

3аноны перехода энергии с одного элемента средьi 
на другой определялись до сих пор тольно для част=
Iiых форм двиiнений. Задача настоящего труда за.-нлю=: 
чается в у_становлении на общих началах учения · о 
движении энергии в средах. 

- Раскрытие общей связи меil<ду распределение!\! и 
движением энергии в средах и перем~щениями их ча

стиц, независ:Имо от частных форм движений, должно 
Дать возможность из известных занонов движения и 

распределения энергии в теле выводить занлючения 

о -роде движений его частиц. Задачи подобного род·а· 
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имеют важность ввиду стремления современной физики 
сводить все явления природы на явления движения. 

Простейшие опытные данные, на ноторые могли бы 
опереться теоретичесние изыснания современной фи
зини, идущие в уназанном направлении, представляют 

распределения и движения энергии в различных явле

ниях природы. Орудия опытного исследования не 
настольно, однако, усовершенствованы, чтобы давать 

._, 
возможность определять заноны наждои из составных 

частей энергии в отдельности. Поэтому важно отыснать 
метод, ноторый давал бы возможность перейти от опре
делённых . путём опыта занонов движения энергии 
:к дифференциальным уравнениям движения частиц 
тела, ноторое, по предположению, даёт место наблю
даемому явлению. 

§ 2. Уравнение сохранения энергии в элементе 
тела. Представим себе однородную среду с определён
ными границами, нонечными или беснонечно боль
шими. Пусть на частицы этой среды не действуют 
внешние силы и прилив энергии н частицам обусло-... ... 
вливается принятием или отдачеи энергии средои через 

её границы. · 
· Если мы выделим мысленно элемент объёма, изме
нение его энергии (т. е. суммы его живой силы и по
тенциальной энергии) по закону сохранения энергии 
может совершиться тольно на счёт прибыли или убыли 
последней в смежных элементах. Математичесное вы
ражение связи приращения ноличества энергии в эле

менте объёма с её потерями в смежных элементах и будет 
математичесним выражением элементарного занона со

хранения энергии в средах. 

Математичесное выраiненпе уназанной связи может 
быть нами почерпнуто из явления иного рода, опи
рающегося на за1{он, ана:~огичныii занону сохранения 
Энергии. Распределение вещества при движениях не
прерывной сжимаемой среды подчиняется закону со
хранения вещества·. Насно:~ьно движение энергии и 

~вижение сжимаемQ!'<? в~щест13а. 9бусловливаются за, ... 
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коном их сохранения, настольно мы имеем право 

уподоблять движение энергии движению подвижного 
и сжимаемого вещества. 

:Количество энергии в элементе объёма среды, отне
сённое R единице объёма, может быть названо плот
ностью энергии в данной точне среды. 

Мы можем следить за изменениями, происходящими 
в ноличестве энергии и её сноростях в одной и той же 
точне пространства или же в одном и том iHe двиiну

щемся ноличестве (массе) энергии. 
Означим буивой Э плотность энергии в произвольной 

точне среды, т. е. частное из ноличества энергии, 

занлючённого внутри беснонечно малого элемента 
объёма, на этот элемент. Назовем через lx, lbl, lz сла
гающие по прямоугольным осям ноординат х, у и z 
снорости, с 1,оторой энергия движется в рассматриваемой 
точне среды. 

Вообразим себе элемент объёма dx dy dz. При вве
дённых нами обозначениях ноличества энергии, входящие 
и выходящие через различные стороны элемента, будут: 

через сторону dy dz и ей параллельную: 

( дЭl ) Эlxdydz и - ,эlx+axxdx dydz; 

через сторону dx dz и ей параллельную: 

Эlu dx dz и -( Эlu + а;~ 11 dy) dx dz; 

через сторону dy dz и ей параллельную: 

Эlz dx dy и - ( Эl, +а;:· dz) dx dy. 

(1) 

Сумма этих величин, представляющих токи энергии" 
даёт нам отнесённое н единице времени изменение 
J{оличества энергии Э dx dy dz в элементе объё:ма со вре
и~н~м: t ! Следовательно, делая соиращения, 

дЭ _ дЭlх . дЭlу + дЭlе 
-------г- -

а~- - q:1; ау az • (1) 
' 
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аэ 
Здесь at есть частная производная от Э по времени. 

Выражение (1), аналогичное с выражением закона 
сохранения вещества в гидродинам:ине, есть выражение 

элементарного закона сохранения энергии в телах. 

dЭ 
Означая через dt полную производную от 9 по вре-

мени, мы находим следующее выра1пение для изменения 

плотности энергии со временем в одной и той же 
движущейся массе энергии: 

dэ _ аэ + аэ l + аэ l + аэ z 
dt - дt дх х ду у дz ,;: . 

Соединяя выражение (2) с (1), находим: 

1 dЭ _дlх + дlу -L дlz 
- э . dt -- дх ду 1 д:. . 

(2) 

(1') 

Аналогия между дифференциаJ1ьными занонами движения 
энергии и движения вещества, вообще, не простирается 

далее сходства уравнений (1) и (1') с соотнетственными 
уравнениями гидродинамини. 

Выражение (1) отнрывает связь между количеством 
энергии, отнесённым к единице времени, втенающим 

в среду через её границы, и изменением ноличества 

энергии в среде. Мы находим: 

~ ~ ~ :; dxdydz+ ~ ~ Эlnda=O, .(3) 
u u ,., •• 

где троинои интеграл распространяется на весь ооъем 

среды, d а представляет элемент её границы и ln есть 
скорость движения энергии по внешн eii нормали п п 
элементу границы, т. е. 

ln = lx cos (пх) '-г l1 cos (пу) + lz cos (nz). (4) 

§ 3. Связь законов движения энергии с законами 
частичных движений сред. Дпфференцнальные заRоны 
движениii частиц различных сред дают, нак известно, 
возможность установпть :математичесное выра1нение, 

представллJОщее · ~нон сохранения: энергии для всей 
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среды. Если через C:J означим приращение живой 
силы в элементе объёма среды, через ~W- приращение 
работы частичных сил элемента и через oL - прираще
ние работы давлений на элементе d а поверхности тела, 
причём все эти приращения отнесены н единице вре
мени, мы всегда имеем возможность по основным диф

ференциальным законам движений частиц среды соста
вить следующее выражение, причём предполагается, 
что внешние силы не действуют на частицы среды: 

В этом выражении d uJ представляет элемент объёма 
среды, тройной интеграл распространяется на всю среду, 
а двойной - на её поверхность. Выражение ( 5) пред
ставляет не что иное, кан закон сохранения энергии 

для всей среды. 
Для данной среды подобное выражение может быть 

составлено ещё другим образом, исходя из уравнения (1). 
Умножая обе части этого уравнения на элемент объёма 
dш и интегрируя на всю среду, мы находим: 

\ \ \ аэ doo + ( ( \ l а (Эf:i=) +а (Эlу) + а (Эlz) J dro == .0 (В) 
~ ~ J дt ) j J ах ау az ' 

или, преобразовывая второй тро:iiной интеграл, 

(7) 

Тройной интеграл, входящий в это выражение, пред
ставляющее закон сохранения энергии для всей среды, 

долiнен быть тождествен с тройным интегралом, 
входящим в выражение (5). Но двойной интеграл, 
входящий в выражение (7), преобразуется во второй 
тройной интеграл выраiнения (6); следовате.11ьно, и двой
ной интеграл, входящий в выраi.«ение (5), должен 
преобразоваться в тройной интеграл, тождественный 
СО вторым тройным интег рап ом, :~зхрдящим Е_ вы раже~ 
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вие (6). Математичесное выражение этого тождества 
и приведёт и выражениям, связывающим заноны дви
жения и распределения энергии с частичными движе

ниями сред. 

11. }?РАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЭНЕРГИИ 
В РАЗЛИЧНЫХ ТЕЛАХ 

§ 4. Уравнения движения энергии в твёрдых 
телах постоянной упругости. Означим через и, v, w 
перемещения по осям прямоугольных ноординат центра ,., .. 
ТЯ}Кести эл.емента ооъема, через Рхх' руу, P:z:z - нормаль-

ные и через Ржу, Pyz, Рх~ - тангенциальные силы упру

гости, действующие на стороны беснонечно малого 
параллелепипеда (причём натяжения принимаются поло
жительными, а давления отрицательными), и через 
р - плотность в наной-нибудь точне среды. Полагая, 
далее, 

~ du , 
01l =-d =и' t 

ov = dv = v', 
dt 

~ dw , 
GW == dt = W , (8) 

мы найдём следующее выражение занона сохранения 
энергии для всего упру го го тела: 

~ ~ ) ; а (и' 2 + v' 2 + w'2
) d(I) + ) ~ ~ [ Рхх 88it: + Рии ~~ + 

д~w ca~v доw) ca~w д~и) + P:z az + Pyz az + ау + Рх% ах + az + 

+ (д~и + д~v)J dш -
РхУ ау ах 

- ~ ~ {аи (р"" cos (пх) + Рхи cos (пу) + Pxz cos (nz)] + 
+ 8v [Рху cos (пх) + р~ у cos (ny)-t- Pu:z cos (nz)] + 

+aw [Px:z cos (пх) + PYz cos (пу) + P:z:z cos (nz)]} da=O. (9) 

Первые два тройных интеграJ1а представляют прира
щение энергии, отнесённое н единице времени, во всей 
упругой среде. ДвойноП интеграл раепространлетел на 
всю поверхность среды и представляет работу внещних 
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давлений. Мы опуснаем действие внешних сил на эле
менты упругой среды. Обращая внимание на значение 
величин ои, ov и ow по формуле (8), мы замечаРм, что 
двойной интеграл выражения (9) преобразуется в следу
ющий тройной интеграл: 

~ ~ ~ { :х (р""и' + Ружv' + p,"w') + 
+:у (Pжyll' + py~V' + p9,w') + 

+ :z (р",µ' + PuiV
1 + PuW')} · ( 10) 

Тан нак первые два тройных интеграла выражения (9) 
тождественны с первым тройным интегралом выра
жения (6), то двойной интеграл, входящий в выра
жение (9), взятый с тем знаном, с 1\оторым он входит 
в это выражение, или тождественный с ним тройной 
интеграл (10), взятый с отрицательным знаном, дол
жен быть тождествен со вторым тройным интегралом, 
входящим в выражение (6); следовательно, подинте
гральная фуннция тройного интеграла ( 10), взятая 
с отрицательным знаном, должна быть тождественна 
подинтегральной фуннции второго тройного интеграла 
выражения (6), или, что всё равно, второй части 
уравнения (1). Это занлючение легно повернется при 

._, 
помощи основных уравнении упругости, дающих воз-

можность преобразовать сумму подинтегральных фуннций 
'-' 

первых двух тронных интегралов, входящих в выра-

аэ 
жение (9), тождественную с дt, в отрицательную под-

интегральную фуннцию выражения (10). Из тождества 
этой последней со второй частью уравнения (1) выте
нают следующие равенства: 

- Эlх = Р.тхи' + PxyV' + Px:zW'' l 
-Эlу == РхУи' + Piyv' + PY:zw', ~ (11) 

- Эl, = PxzU' + Рu:й' + Р:иW' • J 
отнуда занлючаем: количество энергии, протекающее 
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через бескоuечио малый плоский элемеuт в бес~опечuо 
малое время, рав1t0 отрицателшой работе си"~ упру
гости, действующих па этот элемеuт. 

Найденные выражения (11) представляют связь 
занонов движения энергии с занонами частичных дви

жений твёрдого тела постоянной упругости. R правым 
частям этих выражений не прибавлены функции, 
зависящие тольно от ноординат (у, z), (z, х), (х, у), ибо 
левые части должны обращаться в нуль, когда 

1 1 ' о U=V=W=. 

§ 5. Для выяснения найденных нами занлю-чений 
приложим формулы ( 10) н определению скорости рас-

._. 

пространения в упругои среде плосних волн с продоль-

ными и поперечными нолебаниями. 
Рассмотрим нолебания продольные. Пусть несущие их 

плоение волны перпендинулярны н оси х. Следовательно, 

V-=0, W=0. (12) 
Положим, нроме того, 

и= А cos 
2

7t (t - ~) 
т ~~ , (13) 

где О есть исномая снорость- распространения продоль
ных колебаний. Пользуясь выраж·ениями сил упругости, 
данными Ламе, мы имеем в нашем случае: 

ди \ 
Рхх = (/-. + 2~} дх, Pyz =О, 1 

1 ди 
руу = )" дх' Рху =О, i 

ди 
Pzz=J, дх' 

Rроме того, мы имее:м:: 

Pxz =О. 

ади 
аэ - _1_ ~ саи)2 J_ ~ 
дt - 2 дt дt ' Рхх дх . 

1 

J 

Интегрируя это выражен пе по времени, имеем: 

(14) 

(15) 

Э= ~С~/ +С~2µ)(:~у. (16) 
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Вставляя сюда величину и, находим: 

э _ 2 7t 2 А 2 ( , 2 ,.L + Л ) • 2 2 7t (t _ х ) 
- т2 LJ + ~~2 Slll Т О . (17) 

С другой стороны, подставляя (13) и (14) в (11), находпм: 

1 
1 
} 

1 
J 

47t2л2 27t ( :r ) 
- Эlх = - (Л t 2!-1) ОТ'! sin2 Т t - -~~ , 

- Эlу =О, 

-Эlz=O. 

( 18) 

Последние два соотношения дают ly =О, lz =О. Следо
вательно, lx =О, и первое из соотношений ( 18) по со
нращении общих фаRторов даёг соотношение: 

Q ( 'J + 2,_. + ).) = 2 (Л + 211-) (19) 
\..1 ~~2 ~~ ' 

отнуда получается .известный результат: 

02 - л f-2µ 
1.1" -

р 
(20) 

В случае распространения плоской волны с нолебаниями 
поперечными мы нашли бы точно тан же известное выра.tне
ние для снорости распространения поперечных нолебаний. 

Выраженпя ( 11) дают .Еозможность найти общие соотно
шения ме1нду формой волн, несущих продольные или по
перечные r.~олсбания, и дви1нениями чаетиц упругого тела. 

Известно, что снорость распространения тех или 
'-' 

других волн по~тоянна и что волны, исходящпо ив однои 

и той же поверхности сотрясения, имеют общеэ нормали. 
Означая через с снорость распространения волны, мы 
имеем, следовательно, 

где 

ав 
с -
ах 

lx = -11В ' 

ав 
е
ду 

ly = Л1В ' 

В= const. 

ав 
с-

1 дz 
tz=.1.B' 

1 
(21) 

(22) 
есть уравнерие I\аной-нибудь· волновой поверхности, 
а 1 1В - её дифференциальны11 параметр первого порядна. 
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Мною было поназано ((3аноны нолебаний в неограни
ченной среде постоянной упругости»), что, выбирая за 
параметр В волны отрезок луча между неноторы:м началь
ным положением волны и последующим, мы имеем: 

д1В = 1. (23) 

Принимая последнее выражение и по;J;ставляя ( 21) 
в ( 11), находим: 

а ав , , , \ 
- С дх = Рхх U + Рху V + Рх~ W , 1 

э ав , t- , , 
- с ду == Рху и - руу v + Pyz w , (24) 

э ав , , , 
- С дz === Pxz U + Pyz V + Pzz W • J 

Эти выражения поназывают, что 

P:tx и' + Р xyV' + PxzW' l 
Эс ' 

'+ '+ ' Р xyU PyyV PvzW } 
Эс (25) 

1 

J 
'+ '+ ' PxzU PyzV PzzW 

Эс 

суть выражения косинусов углов нормали в на.ной-нибудь 
точне волны с осями координат. Тан кан по закону 
общих нормалей вrе элементы нормалей, проведённые 
в соответствующих точнах одной и той же волны в раз

личных её положениях, леiнат на одной прямой, нося
щей название луча, то выражения (25) остаются неиз
менными на протяжении одного и того же луча. 

Выражения ( 25) поназывают танже, что, воображая 
себе в наной-нибудь точне луча линию, равную по вели-.. 
чине произведению из энергии на скорость ее распро-

странения, величины 

-(Рххи' + PxyV' + Pxzw'), '\) 
- (Pxyrl' + pyyv' + Pyz w'), 

- (PxzU' + PuzV
1 + Pzzw') 

(26) 

' 

представят её проложения на оси ноординат. 
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Возвышая выражения (24) в nвадрат н Сf\ладывая, 
находим: 

Э2с2 =(рххи' + Рху1;' + Pxzw')2 + (Рхуи' + pyyV' + Puzw')2+ 
+ (PxzU' + PyzV' + Pzzw')2

• (27) 

Умножая выражения (24) соответственно на lx, ly, 
Zz, снладывая. и обращая внимание на соотношения (21), 
находим следующее выражение: 

9с2 + 
+ (Рххи' + Pxuv' + Px%w') lx + (Рхии' + Pyyv' + Ри% w') lu + 

+ (PxzU' + PyzV' + Pz:z w') lz =о. (28) 

Величина Эс2 может быть названа двойной живой 
силой движения энергии. 

§ 6. Захов энергии для волновых поверхностей 
произвольного вида. Вставляя в уравнение (I) выра
жения (21) и принимая в сообра.tнение (23), найдём: 

_!_ аэ +!!_(зав) , !!_(зав)+!!_ ( эi!!!_) =о. (29) 
с at ах ах -r- ду ау az az 

Это соотношение даёт связь между энергией и формой 
._. 

волновои поверхности, ноторая приводится по отноше-

нию к энергии :к дифференциальному уравнению с част
ными производными первого порядна. Мы находим, рас
нрывая выра)кение ( 29): 

_!_ аэ + эл В+ аэав + аэав + аэав =О. (ЗО) 
c.at 2 ах ах ау ау дz а~ 

Здесь Л 2 означает дифференциальный параметр вто
рого порядна. 

Введём ортогональные :координаты, причём параметры 
двух систем по!Зерхноетей, ортогональных между собой 
и н волновой поверхности В, означим через р 1 , ~ 2 • При
вимая во внимание условия ортогональности, мы пред

ставим выражение (30) в следующем виде: 

_!_аэ +эл в+аэ ==0 
с at 2 ав • (31) 

11 Н. А. Умо• 
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Это выражение интегрируется при помощи совместных 
дифференциальных уравнений: 

dЭ - =cdt=dB. (32) 
9.)28 

Означая через f произвольную функцию, находим: 
Э = e-S j2 в dB f (ct -В, [11, ~2 ). (33) 

Таково общее выражение энергии для 1iолебаний в од
иой и той же точке среды, несомых волной проиаволь-

ного вида В. ~ д2 В dB можно взять в общем виде, на:к 
поназа·но будет ниже [формула ( 46)]. Рассмотрим случай 
волны ци;rиндричесRоii. Пусть ось цилиндра параллельна 
оси z и координаты точки её пересечения с плоскостью ху 
суть а, О, О. Мы имеем в данном случае: 

В== r, r 2 == (х- а)2 + у2 • (34) 
.Следовательно, 

и выраiнение (33) даёт нам: 
1 9= r 1 (ct-r, z, ер), 

и 

(35) 

(36) 

где ер есть параметр плосностеи, проходящих через ось 

цилиндра. 

Для волны сферической, центр ноторой имеет к9ор
динаты а, Ь, с, мы имеем: 

B=r, r2 =(x-a)2 +(y-b)2 +(z-c)2 • (37) 
О гс юда 

(38) 

и выра1нение (33) даёт: 

9=+1 (ct-r, ф, ~). r (39) 

Подобные результаты были известны для живой силы 
колебательных движений; здесь они даны для всей 
анергии дви1-нения, не определяя в подробности его формы. 
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Иэ выражения (33) мы можем заключить о заноне 
энергии в точне волны по мере ее движения вместе 

с волной. Я предпочитаю, однако, вывести этот занон 
непосредственно из основного уравнения (1'). Обращая 
внимание на указанный выше выбор параметра В волны, 

мы имеем: 

где с и с 1 суть постоянные. 
Подставляя в уравнение (1') величины (21) и при

нимая в соображение (23), находим: 

1 dЭ 
9 dt + сЛ2В =О, (41) 

откуда 

(42) 

Из (40) имеем: 
cdt=dB. (43) 

Rроме того, означая через h, li 1, h 2 дифференциальные 
и 

параметры первого порядна волновои поверхности и ор-

тогональных н ней поверхностей (J 1 , р 2 , мы имеем (L a
m е, Le~ons sur les coordonnees curvilignes, 1859): 

d h 

Л2В = hh 1lz 2 ~t2 (44) 

Замечая, что в нашем случае h = 1, имеем: 

Л2В == - d I~;1h2 • ( 45) 

Подставляя ( 43) и ( 45) в ( 42) и производя интеграцию, 
находим: 

(46) 

Но элемент объёма будет, тан J:\aR h = 1, 

d 
dB dp1 dp2 

Ш= hh 0 

1 2 
(47) 

11* 
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Умноrнан выражение (46) на (47), находим: 

Э · dill = / (~ 1 , r2 ) dB dp 1 d~ 2 • ( 48) 

Таи кан во всё время движения энергии вдоль одноrо 
и того же луча величины р 1 и ~ 2 остаются неизменны
ми, то из выражения (48) занлючаем, что энергия цели
ком переносится волной от одной точи и луча и другой. 

§ 7. Я занончу настоящий отдел неснольними общ~-
-хи соображениями относительно занонов движения 
энергии, не ограничиваясь случаем, ногда она распро

страняется во всех направлениях с посгоянной сно

ростью. Вообразим себе внутри упругого тела беснонеч
но малый плосниi'1 элемент, нормаль ноего обозначим 
через п. Пусть сила упругости, действующая на эле
мент, будет Р. Цр~ имеем по известным формулам тео
рии упругости соотношения: 

Р cos (Рх) == Рхх cos (пх) + Рху cos (пу) + Pxz cos (nz), l 

Р сов (Ру)= Рхи cos (п~) + Pyycos (пу) + Ри• cos (nz), ~ 
Р eos (Pz) = Pxz cos (пх) + Puz cos (пу) + Pzz cos (nz). J 

(49) 

Умножая эти выражения на и', v,' w' и снладывая, 
находим: 

Pi cos (iP) = - Э е cos (еп). (50) 

Здесь i есть снорость центра рассматриваемого нами 
беснонечно малого плоеного элемента, е- снорость дви
жения энергии в этом центре. Означая через iP слагаю
щую скорости элемента по направлению силы упру

гости и через ln - слагающую СJ{орости энергии по нор
мали и элементу, выражение (50) может быть написа
но в следу1ощем виде: 

PiP = - Эlп· (51) 

Мы видим из этоrо выражения, что сила упругости, 
взятая с отрицательным знаком, пропорциональна ноли-
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честву протенающей через элемент в единицу времени 
энергии и обратно пропорциональна слагающей ско
рости частиц самого элемента по направлению силы уп

ругости. 

· В каждой точRе М упругого тела всегда существуют 
три взаимно перпендикулярных плосних элемента, ис

пытывающих одни тольно нормальные силы упругости. 

Вообраiнан себе в точке М оси прямоугольных ноорди
нат проведёнными таним образом, что плосности ноор
динат параллельны уназанным трём плосним элементам, 

мы имеем по формуле ( 51): 

- а l х = р хх и' ' 

- Э lu = Рии v', (52) 
- Эlz = Pzz w'. 

Выражения (11), (51) и (52) поназывают, что сумма из 
количества энергии, п ротекаюиfей че реа п роизволы-tый 

п~лоский эле~tРнт, и работы сил упругости н,а элемен,т 
равн,а н,улю. Уравнение (51), будучи справедливым для 
наждого плоеного элемента внутри среды, имеет место 

на границах среды. Оно даёт, следовательно, возмоа\
ность по давлению, испытываемому границами среды, 

определить ноличество входящей в неё энергии, зная 
при этом снорость движения частиц на границах. Точ
но таи же, зван количество энергии q, входящей в сре
ду в единицу времени, и зная скорость частиц на гра

ницах, мы можем определить давление или натяжение, 

соответствующее этому переходу. Заметим, что q имеет 
зван положительный, ногда энергия выходит из тела, 
и отрицательный, ногда энергия входит в тело. Следова
тельно, из (51) :мы находим: 

р = _ _J_ (53) 
ip • 

Если дано q и Р, то найдём отсюда iP; соотношение (53) 
nоназываег именно, что спорость движения частиц тела 

на границе по направлению силы Р равна частному 
Из ноличества энергии, прошедшей чере:J весьма малый 
плосний элемент, центр ноего совпадает с частицей, 
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и отнесённого н единице площади и времени, на давле

ние или натяжение Р. 
Возьмём числовой пример. Пусть давление Р, испы

тываемое элементом границы тела, нормально к его 

поверхности и в данный момент времени равно давле
нию атмосферы. Давление Р, отнесённое на квадрат
ный метр поверхности, есть 10 334 кг. Пусть ноли
чество энергии, протекающее в данный момент времени 
через бесконечно малый элемент поверхности, отнесён
ное к 1 сен. и к квадратному метру, есть 1 килограммо
метр в 1 сек. Тогда для данного момента снорость iP 
движения Частиц взятого элемента поверхности будет 
по формуле (53): 

iP = 10 ~34 м/сек = 0,096 мм/сек. 

Возьмём ещё другой пример. Положим, что теплота, 
сообщаеман упругому телу, заключается в энергии его 
частичных движений, удовлетворяющих уравнениям уп
ругости. Положим, что температура 1 кг тела повыше
на па - 1° С в 1 сек. Означим плотность тела через а, его 
теплоёмкостъ под давлением атмосферы - через у и по
ложим, что тело имеет кубичесну:Ю форму. Объём тела 

б 1 3 - 6 ( 1 )~. удет 
1000 8 

м , поверхность s -
1000 8 3 , количе-

·ство энергии, прошедшее в 1 сен. через 1 м поверхности, 
1 . 425 3 есть кгм. По формуле ( 5 ) вычисляется средняя 

s 
снорость iP частиц его поверхности при давлении одной 
атмосферы, т. е. 10 344 кг/JJt2 : 

2 

ip===0,687. у. д 3 м/сек. 

Отсюда вычисляются: 

железо 

платина . 

. . 
. . 

. 0,3 м/сек, 
. . 1,8 м/сек. 

Формула (53) приводит нас еще :к следующему заклю
чению: скорости iP граничных ttacmuц всех упругих 
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тел при одном и том же давлении или натяжении 
и при одном и том же 11,оличестве энергии, проходя
щем через н1~х в бес11,онечно малый эJ~емент времени, 
равны. 

§ 8. У равнения движения энергии в телах 
жидких. Рассмотрим сначала жидности, не обращая вни
мания на таи называемое внутреннее трение частиц 

жидкости. Означая через и, v, w снорости движения 
частиц жидности в одной и той же точне пространства, 
через р - давление и iJ - плотность, мы имеем следую

щие уравнения гидроди:намини: 

1 др ди ди ди аи 
-р- ax==a-t+uax+vдy+w дz' 

1 ар дv дv дv av 
- ? ду == дt +и дх + v ду + w дz ' 

_ _!_др= дw +и дw + v дw + w дw. 
р дz дt ах ду дz 

) 
1 
} 
1 
J 

(54) 

Мы снова опускаем случай действия внешних сил на 
частиЦы жидности. Rроме приведённых соотношений, .. 
мы имеем еще следующие: 

др+ ~ри) + д (PV) + д (pw) .=Q 
дt дх ду дz ' 

_!_ др + ди + дv + дw :.= о. 
р дt дх ду дz 

(55) 

Умножал выражения (54) соответственно на и dt, v dt, 
w dt, снладывая, деля на dt и интегрируя для все1·0 
объёма среды, находим: 

~ и ; :t (u2 + v2 + w2) dы + 

+ ~ И ~ [ i'u :х (и2 + i;2 t w2) + 
+ ~v а~ (и2 + v2 + w2) j- ~w ;, (и2 + i;2 + w2)] dш + 

+))) (п :=+v ::+w а:,)dш=О. (56) 
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Первая часть этого выражения после интеграции по 
частям представится в виде: 

~ ~ ~ { ~ :е ( u2 + v2 + w2) + и• + v; + w• ~: - pfJ } dm + 

+ ~ ~ [['(и•+ v; + w') + р] [и cos (пх) + v cos (пу) + 
+ w cos (пz) J dci . О, (57) 

где da есть элемент границ и е - нубичесное расшире
ние. Это в~ражение может быть написано ещё в таном 
виде: 

~ ~ ~ [ :t { ~ (и2 + v2 -1- w2)} - pfJ ] dt0 + 

+ ~ ~ [ i' (и2+ ~· + w•) + р ] [и COS ( nx) + 
+ v cos (пу) + w cos (nz)] dj ~О. (58) 

Тройной интеграл, вх1)дящий в это выражение, пред
ставляет сумму изменений энергии во всех элемен
тах пространства, занятого средой. Действительно, 
первый член подинтегральной фуннции тройного 
интеграла представляет изменение живой силы 
со временем в одном и том iRe элементе объёма 
среды; второй же член тоi'1 же подинтегральной функ
ции представляет изменение работы давлений в одном 
и том же элементе, взятое с надлежащим знаном. 

Отсюда следует, что двойной интеграл выражения ( 58) 
представляет но:тичество энергии, входящее в среду 

через её границы. Следовательно, выражение ( 58) пред
ставляет занон сохранения энергии для всей жидной 

среды, и потому оно тоiндественно с уравнением (7). 
Двойной интеграл уравнения (58) должен быть тоiн
дествен с двойным интегралом уравнения (7) и, следо
вательно, долнюн преобразовываться n тройной интегра:r, 
тождественныii со вторым тройным интегралом выра
жения (6). Действительно, двойной интеграл выраже-
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вия ( 58) может быть преобразован в тройной интеграл 
о-ледующего вида: 

~ ~ ~ { :х [ и (Р + р (и•+;•+ w')) J + 

+:у [ i; (Р+ р(и'+~+w")) J + 

+ :z [.w (Р + р (и'+;>+ w')) J } dш. (59) 

Подинтегральная фуннция, входящая в это выражение, 
представляет уже ноличество энергии, пропинающей 
в единицу времени в один и тот же элемент объёма 
Жидкости. Справедливость этого занлючения может 
быть паве репа непосредственно, преобразовывая под
интегральную фуннцию тройного интеграла выра
жения (58) при помощи приведённых выше уравнений 
гидродинамини. Итан, подинтегральная фуннция выраже
ния (59) тождественна с подинтегральной фуннцией 
второго тройного интеграла выражения (7) или со второй 
частью основного уравнения (I). Из этого тождества 
вытенают следующие соотношения ме1нду занонами 

энергии и занонам:и частичных движений жидних сред: 

(60) 

где i есть снорость движения частицы жидности, т. е. 

i2=u2+v2+w2. (61) 

Из выраашний (60) следует, означая через с снорость 
движения энергии, т. е. 

(62) 
что 

(63) 
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т. е. ноличество движения энергии равно произведению 

снорости движения жидности на сумму гидростатиче

сного давления и живой силы. Деля наждое из урав
нений (60) на (63), находим: 

lz W - . 
-с- 7"' (64) 

иными словами, направление движения энергии одина

ново с направлением движения · жидности. Отсюда 
вытенает занлючение, что внутри жид них тел невозмож

ны тание формы движений, при :которых направление 
движения частиц не совпадает с направлением движе

ния энергии. Тан, например, в жидних телах невозмож
но распространение волн с нолебаниями поперечными. 
Выражение (63) существует и на по_верхности жидности; 
подобно выращению ( 53) оно даёт возможность вычислять 
снорости частиц у поверхности жидности по давлению 

на этоi'1 поверхности и ноличеству энергии, входящей 
в тело. 

§ 9. Случай несжимаемой жидкости. Для жидно
сти несжимаемой величина энергии равна живой силе 
движения частиц iRидности. Следовательно, 

(65) 

Подставляя эту величину в выраiнение (63), мы находим: 

от нуда 

и 

'2 • 2р о i -ic +-= 
р ' 

. 2р 
c=i+pi 

(66) 

(67) 

(68) 

Последнее выра;.нение поназывает нам, во-первых, что 
для всех форм движения, возможных внутри несжимае-
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мой iНидности, подноренная величина выражения (68) 
должна оставаться положительной, т. е. 

с2 2р 
4 >?. (69) 

Во-вторых, оно поназывает, что всегда 

i < с. (70) 

Снорость i равна снорости с тольно при р =О. Выра
жение (69) даёт возмоJ-нность определить минимум 
с.норости движения энергии под .данным давлением 

в несжимаемой жидности. Этот минимум будет: 

с = • l~e 
т v р • (71) 

Означая через п число атмосфер, под давлением ното
рых находится частица жидности, через д - плотность 
жидности относительно воды при 4 ° С, принпмая, далее, 
за единицу длины метр и за единицу времени сенунду, 

мы находим: 

р = 10 334. п 
р 

(J = - . д, 
g 

(72) 

где Р есть вес 1'убичесного метра воды при 4 ° С, т. е. 
1000 кг, и g- уснорение тяжести, равное приблизи
тельно 10 м. Вставляя величины (72) в (71), находим: 

с= 28,752 / ~ м. (73) 

Следовательно, для воды напменьшая возможная ско
рость движения энергии в частях жид1\ости, находящих

ся под давлением одной атмосферы, есть 28, 752 м. 
Формула (73) поназывает, что для жиДностей различно~ 
плотности минимум сноростп энергии понижается с уве

личением плотности; для одной п тoii. iHe жидности 
минимум сноростп двпi-ненпя энергии повышается с уве

личением давления. 
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Из выражения (66) мы находим: 
р _ t (t - с) ----
р 2 

Подставляя эту величину в уравнения 
ни (54), мы приведём их к следующему 

где 

2 аи " act ) 
0 = дt + v:_ - W"t) + ах , 

о = 2 av + i: _ " + aci 
дt w. и" ау , 

. О _ 2 aw + ~ + дсt - at U~ - V"' дz ' 

av - aw == 2е ) 
дz ау ' 1 
аw_аи_ 2 ах az - 1J, } 

аи - av := 2r. 1 
ау ах " J 

1 
} 
1 
J 

(74) 

гидродинами

виду: 

(75) 

(76) 

Величины е, 1l и С представляют вращения элемента 
объёма оноло осей х, у, z. Если в жидности вращатель
ные движения не существуют, то выражения (75) при
нимают вид: 

О= 2 аи + aci ) 
at ах ' 1 

О= 2 av + aci } 
at ау ' 

о = 2 aw + aci 1 
at az . J 

(77) 

Если ер есть потенциал скоростей, то 
а:р ci 
at == -2' (78) 

т. е. отрицательная частная производная от потенциала 

скоростей по врем~ни равна половине произведения сно
рости движения энергии на снорость движения частиц. 

Фуннция времени, ноторая должна быть прибавлена 
н выражению (78), подразумевается под знаном Чi· 
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§ 10. 'Уравнения движения энергии в жидко
стях с трением. Более общие дифференциальные законы 
движения жидностеi'1 получаются, нан известно, прини
мая существование давлений, направленных косвенно 
н плоеному элементу внутри жидкости, стороны ноеrо 

параллельны nлосностям координат; мы означим 

слагающие косвенных давлений, испытываемых тремя 
сторонами элемента, ближайшими к началу координат, 

череа Ржж' руу, Pzz' Pxu, pyz, Р:z.ж; значение употреблён
ных здесь инденсов известно. Мы имеем следующие 
дифференциальные уравнения с частными производны
ми, предполагая, что внешние силы не действуют 
на элементы жидности: 

_ _!_ сдРхх + дРхv + дрх•) = 1 
? ах ду az 
ди ' ди ди ди 

= дt -г и ах+ v ду + w дz' 

_ _! (дРху + друу + друz) = 
р дх ду дz (79) 
дv дv дv дv 

= дt + и дх + v ау+ w дz ' 

_ _!_ (дРхz + друs + дPss) == 
р дх ду . дz 

дw дw дw aw 
= дt + и дх + v ду -t· w дi . 

Rроме этих выражений, для трущихся жидкостей 
остаются в силе соотношения (55). 

Закон сохранения энергии для всей массы жидко
сти будет: 

) ~ ~ { ~ :t (и2+ v2 + w2) +-} [ уи :х (u2 + v2 + w2) + 
+ ~v ~ (и2 + ~ 2 + w2

) + ~w !... (и2 + v 2 + w2
) J } dш + ду дz 

·+ ( \ ( [и (дРхх + дрху + дрхz) + v(дPxv + дpvv + дру•)+ ) J ~ ах ау az ах ау az 
+ W (дРхs + дру1 + дрz•)] dro =О. (80) 

дх ду дz 
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Инте1'рируя это выражение по частям, находим: 

r \ r [ i _g_ r. ( 2 .2 2)} - аи - av - aw -
~ J ~ 2 дt 1' ll + V + W Рхх J.r PJY ду Pzz дz 

- РхУ с:~+ :п- Pxz (~~ + ~~)- PYz с:~+~;)] dш + 
\ \ { [ ио (u2 + v2 + w2) J _+)J cos(nx) ' 2 +Pxxи+pxyv+Px::.W + 

[ 
vp (u2 + v2 + w2) r J + cos (ny) 2 + РхУи -, РинV + PuzW + 

r wo (u2 + v2 + «'2) · + cos ( nz) L 2 ·+ р xzu + 

+ PuzV + PzzW]} d; =О. (81) 

Простой интеграл, входящий в это выражение, пред
ставляет изменение энергии всей щидной массы, отне
сённое и единице времени; двойной же интеграл, рас-

•• ..., и 

пространенныи на элементы поверхности жидиои массы, ... 
представляет иоличество энерг~и, входящеи в жидиость 

извне. Этот двойной интеграл может быть предr.тавлеп 
в форме тройного интеграла следующего вида: 

\ \ \ { а [ р (u2 + v2 + w2) ] J ~ ) дх U 2 + PxxU + PxYV + PxzW + 
а [ р (и2 + v2 + w2) ] + ду V 2 . + PxyU + pyyV + Pu::W + 

р (и2 + v2 + w2) 
2 + PxzU + , а [ -т- w 

дz 

+ PиzV + p"w J } dш. (82) 

Подинтегральная фуннция этого выражения представ
ляет иоличество энергии, пропинающее в один и тот же 

_элемент объёма жидности от смежных частей ·жидиости. 
Путём заилючений, сходных с употреблёнными в пре
дыдущих параграфах; мы убедимся, что эта подинте
гральная фуниция то.tкдественна со второй частью 
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. основного уравнения (I). Математическое выраже
ние этого тождества представится следующими соотно

шениями: 

Эlx=U 
p(u2+v2+u-2) . ) 2 -Т Pxxu -т- PxyV + Px~W, 

l р (u2 + v2 + w2) 
Эlу == v + PxuU + Риь V + PyzW, '- (83) 

2 { 

Эl =W 
? (и2 + v2 + и.t) + PxzU + P_Yzv + PzzW• 

1 
% 2 J 

-Законы движения энергии представляют в данном слу
чае средину между законами, имеющими место для 

-тела упругого и для тела жидкого. 

111. ПЕРЕХОД ОТ ЗAiiOBOB ДВИЖЕНИЯ ЭНЕРГИИ 
к ЧАСТИЧНЫМ движ~ниям, ОБУСЛОВЛИВАЮЩИМ 

ЯВЛЕНИЯ 

В предыдущем отделе было найдено выражение 
закона еохранения ~вергии для беснонечно малого эле
мента непрерывной среды, частицы которой находятся 
в движении. Затем для ряда различных сред были 
найдены соотношения, связывающие заноны движения 
и распределения энергии в среде с законами её час

тичНЪiх движений. Результаты, нами найденные, с од
ной стороны, служили оправданием той формы элемен
тарного закона сохранения энергии, которая была поло
жена в основание исследования, с другой - дали метод 

отысканця связи между законами движения и распреде

ления энергии в какой-нибудь среде и её частичными 
движениями. В настоцщем отделе я постараюсь, осно
вываясь на добы1ых результатах, наметить путь, кото
JЮМУ должно следовать теоретическое изыскание, ста

вящее себе задачей объяснение явлений природы час
тичными движениями. 

При поверхностном взгляде все явления природы 
могут быть разделены на две группы, нак будто 
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стоящие особняком друг от друга: группа первая
явления, наблюдаемые в средах непрерывных; группа 
вторая-явления, наблюдаемые над телами разро3нен
ными, не находящимися в непосредственном соприно

сновении друг с другом. К первой группе относятся 
явления, требующие для своего существования наной
нибудь среды, нан, например, эфир для световых явле
ний, твёрдое тело, проводящее теплоту, для явлений 
теплопр~водности, проводник для явлений гальваниче
ского тона, провоцнин или изолятор для элентростати

чесних явлений и пр. Ко второй группе относятся 
явления,. обусловливаемые таи называемым взаимодей
ствием различных деятелей природы на :конечных рас
стояниях. Из этих двух групп вторая будет нами рас
смотрена подробнее, чем первая. 

§ 11. Способ сведения явлений первой группы на час
тичные движения сред. Из предыдущего отдела вытекает 
следующий весьма простой метод объяснения явления 
природы, происходящего в :канай-нибудь среде, частичны
ми движениями этой среды. Представим дифференциаль
ные уравнения с частными производными, управляющие 

движениями частиц внутри среды, в следующем виде: 

Fx=O, 

Fy =О, (84) 

Fz=O. 
Здесь функция F зависит только от ускорений частиц, 
скоростей, перемещений и их производных по :коорди
натам. При помощи этих уравнений мы найдём связь 
между за:конами движения и распределения энергии 

и 

в среде и за:конами частичных движении-связь, :кото-

рая представится соотношениями следующего вида: 

Эlх == Фх, 
Эlu =Фу,~ (85) 
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.'11tl фуnнции (_D зависят от сноростей, перемещений и их 
пройаводных по координатам. Если нам известны 
nутём опыта веJJичины Э, lJ.., ly, lz для наждоlr точни 
ереды, то весь вопрос приводится н чисто математи

ческой задаче: требуется обинтегрировать уравнения 
(84), причём найденные интегралы должны удовлетво
рять условиям (85), в :которых левые части даны на
nерёд. Таним образом, в этой форме успех решения 
задачи обусловливается силами одного математиче
сного анализа. 

Приведение задачи н уназанной простой форме 
представляет, однано, немаловажные затруцнения, но

торые могут быть устранены отчасти путём опыта и 
анализа его результатов. Возможность приведения 
задачи н уназанной простой форме предполагает зна
ние среды, в ноторой происходит явление, и знание 
занонов распределения и движения энергии в данном 

явлении. 

Определение среды, служащей местом явлению, 
представляет большие трудности. Все тела природы 
предполагаются прониннутыми световым эфиром, и 
в большинстве случаев нельзя сназать утвердительно -
весомые частицы тела служат местом явлению, или 

онружающий их эфир, или, нанонец, то и другое вместе. 
Орудия опытного исследования дают возможноов. 

определять харантер явления тольно за известные, 

весьма малые, но не бесконечно малые промежутки 
времени. Поэтому занон энергии, находимый нами 

•• u u 

путем опыта, представляет неноторыи интегральныи 

за нон. Означая через 't наименьший про~жуто}{ вре-
v ~ 

мени, за ноторып орудия опытного исслецоnания мо-

гут дать отчёт о происходящем явлении, означая через 
Э величину энергии, существующую в :каждой точке 
среды в наждый момент времени, мы находим из опыт

ных данных величину энергии Э': 

t+-: 

Э' = ~ ~ Э dt. (86) 
t 

12 fl. А. Умеа 
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В формулы (85) должна быть подставлена величина -э, 
но не величина Э', даваемая опытом. Поэтому является 
задача Определения величины а по Э' И3 соотноmе
ния (86). 

Эта задача может быть, однано, обойдена или облег
чена в неноторых специальных случаях: 

а) явление может быть приведено в таиую форму, 
для иоторой энергия изменяется тольно в простран

стве, но не во времени; в этом случае 

Э' =9. (87) 

Это соотношение имеет место в явлениях интерферен
ции. Таи иаи в этом случае величина Э известна с до
стоверностью, то первый успех объяснения явления 
путём частичных движений предстоит явлениям, для 
иоторых возможна интерференция производящих их 
двиiнений. В этом заилючается одна из причин успеш
ной разработии теории световых явлений; 

б) если заион энергии, найденный из опыта, носит 
харантер настольио общий, что может быть принят 
справедливым для моментов времени, бесионечно близ
l<"ях друг и другу; примером · таиого заиона ·:может 

служить заион обмена тепла между двумя бесиопечно 
-близиими частицами тел, служащий основанием теории 
теплопроводности. Здесь величина Э' не может быть, 
однаио, приравнена величине Э. · 

В последнем случае, таи же иаи и в остальных, мы 
должны решить соотношения (86) по отношению и Э. 
Эта задача облегчается тем условием, что мы наблю
даем явления, энергия иоих вместе со временем при

ближается в иаждой точие среды н неноторому пре
делу. В данном случае мы можем представить вели
ч.ину Э следующим рядом: 

9= ~ f (х, у, z). <p(t). e-kt. (88) 

3'десь / есть фуннция координат, <r-nериодичесная 
фуниция времени, k-постоянная. Подставляя ·эту ве-
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личину в выражение (86), мы определим отчасти ноэф
ф~щиенты разложения из соотношения 

Э' = ~ ~ Ae-ktf (х, у, z). 
" 

(89) 

§ 12. Определение законов движения и распреде-
" левия энергии в явлениях взаимодеиствия на расстоя-

ниях конеч'Ных. Н постараюсь теперь решить часть 
вопросов, связанных с объяснением явлений второй 
группы, т. е. взаимодействий на расстояниях конечны~, 
из частичных движений. Эти движения: должпы про

исходить, в общем случае, как во взаимодействующих 
телах, так и в среде, в которую последние погружены. 

Эту среду я буду называть промежуточной средой. 
Определению формы частичных движений должно .пред
шествовать, по уназанному выше методу, определение 

занонов энергии в промежуточно-й среде, определение 
эанона обмена энергии между телами и промежуточной 
средой и, наконец, определение законов энергии :n са
мих телах. Н буду разделять энергию тел на две части: 
на энергию бесконечно малых частичных дв11же11ий 
этих тел, или внутреннюю энергию тел, и на энергию, 

представляемую живой силой их явных движений, 
приписываемых обыкновенно взаимодействию на_ рас
стояниях конечных. Энергия промежуточной среды 
состоит, вообще, из двух частей, значение ноторых 
определяется следующими соображениями. 

Представим себе, что взаимодействующие тела удер
живались в покое какими-нибудь внешними силами. 
По истечении бесконечно малого времени после устра
нения этих сил тела приобретут скорости, и каждое 
из них будет обJiадать некоторым ноличеством живой 
силы. Приобретение последней может совершиться 
только на счёт энергии, заключавшейся, до момента 
устранения внешних сил, в движениях промежуточной 
среды. Это заключение справедливо и в тех случаях, 
kогда приращение живой силы явного движения тел 
сопровождается уменьшением их внутренней энергии. 
В самом деле, признавши раз необходимость участия 

12* 
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промежуточной среды в явлениях взаимодействия на 
расстояниях нонечных, мы отвергали бы, в сущности, 
эту гипотезу, если бы допустили, что приращение 
живой силы явных движений тел совершается непо
средственно на счёт убыли внутренней энергии тел, 
без участия среды. Допусная же это участие, мы на
ходим: для него одно только возможное толнование: 

пuеле устранения внешних сил первый ант явления ... 
заключается в приращении живои силы явных движе-

ний тел на счёт убыли энергии частичных движений 
промежуточной среды, и второй ант явления, непосред
ственно следующий за первым, - пополнение убыли энер
гии промежуто.чной среды из внутренней энергии тел. 

Означим через ~ oQ ноличество энергии, сооб
щаемое всем взаимодействующим телам в беснонечно 
маЛЬl:Й элемент времени. Через ~ ~W обозначим сумму 
изменений внутренних энергий тел за тот же проме
жутон времени. Через ~Н означим изменение энергии 
промежуточной среды. Если взаимодействующие тела 
удерживаются в поное внешними силами или удалеНЪI 

друг от. Друга на громадные расстояния, то мы имеем 

еоотношение: 

2J 8Q= ~ ow +ан. (90) 

Нам известно, что в том случае, ногда частичные дви
жения тел достигли неноторого стационарного состоя

ния, т. е. ногда наблюдаемые нами явления в телах 
стационарны, величина ан= о (например, в случае 
стационарного гальваничесного тона работа химиче
сних сил в элементах цепи идёт иснлючительно на раз
_витие теnла в цепи). Следовательно, 

(91) 

Этот занон, нан показывает опыт, имеет место во все 
время, в течение ноего явления остаются стационарны; 

сравнивая его с заноном (90), мы видим, что неноторое 
количество энергии, должно было быть отдано про-
·'1ежуточной среде, прежде чем явление достигло ста-
1, иоиарв:ого состоявия. 
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Означим через ~ oi2 приращение живой силы явных 
движений взаимодействующих тел. Рассматривая тание 
тела, для взаимодействия ноих существует потенциал, 
:который я обозначу через П, мы имеем в первый мо-

" мент взаимодеиствия: 

(92) 

Для последующего момента величина П может видо
измениться не тольно вследствие изменения относи

тельного расположения тел, но и вследствие изменения 

частичных движений самих тел. Соображения! при
ведённые нами выше, поназывают, что изменение энер
гии: промежуточной среды равняется величине - olI. 
Опыт поназывает, с другой стороны, что существует 
целый нласс явлений, в которых приращение живой 
силы явных движений взаимодействующих тел связано 
с уменьшением внутренней энергии самих тел. Для 
этих явлений за первым антам, харантеризующимся 
соотношением (92), следует второй, харантеризую-

.., 
щиися соотношением 

~ oQ=oW-oп. (93) 

Пополнение убыли энергии в промежуточной среде ... 
иа внутреннеи энергии тел, связанное, нан поназывает 

опыт, с временным нарушением стационарности явле

ния в телах, может иметь основание в том, что ста

ционарность этих явлений обусловливается существо-.. 
ванием определенного :количества энергии в среде. 

Мы не имеем, однано, нинаних данных для того, чтобы 
утверждать, тождественна ли форма движений, при
обретаемых средой при пополнении убылей её энергии 
вследствие постепенного изменения живой силы явных 
движений взаимодействующих тел, с той формой дви
жения, ноторая вызывается в среде при сообщении 
ей энергпи телами до того момента, ногда происходя
щие в них явления достигнут состояния стационарного 

и когда они удалены друг от друга на беснонечно 
большие расстояния:, 
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Я займусь подробным рассмотрением тольно неко
торых вопросов из уназанных мною выше и именно 

тех, о ноторых можно рассуждатq с наибольшей досто-
·верностью. С наибольшей ясностью выступает для 
нас значение величин П и ~ i 2 и их взаимные превра
щения. Если мы вычисляем д;~я каждого относитель
ного положения тел величину П, оставляя без вни
мания временную нестационарность явления, могущую 

происходить в телах во время их перемещения, то 

соотношение (92) остаётся справед;~ивым при перемеще
нии тел из веяного относительного их положения, если 

вначале теда удержива:~псь в пём в покое. Отсюда мы 
занлючаем, что энергия среды, способная в наждый 
отдельный момент времени превращаться в живую силу ... 
явпых движении те:1, а также энергия среды, в кото-

рую слособна превращаться в наждый момент времени 
живая сила движениi'r те:~, представляется вели
чиною 

П + const. (94) 

(см. танже мою статью: «Ein Theorem iiber die Wech
selwirkungen» и пр., § 12, Zeitschrift f. l\t1atl1ematik 
und Physik, XIX, 2, 1874). Наша. задача будет зан;~ю
чаться в отыскании занона распределения эuергии 

" 
внутри промежуточнои среды, при нотором сумма ... 
энерrии всех элементов пространства, занятого сре-

дою, представляется величиною (94). Затем мы долж
ны будем определять закон движения энергии в 
~реде. 

3аноны, ноторые могут быть нами при этом най
дены, по причинам, излоrкснным в § 11, будут неното
рые интегральные заноны; тем не :менее, ocнonнoii за
нон энергии (1) остаётся спраnец:1ивым:, потому что 
при его выводе не бы.Jо сде:~ано пинаних ус:товий для 
того промежутка времени, за 1~оторый опреде:~яются 
величины энергии и её снорости. Означая, следова
тельно, через Э среднюю ве:~ичи~·~r энергии за неното

рый весьма ма:~ый промежуто1'\ .uремени, через lx, l , 
l~-с:редние спорости энергии за тот же самый в~сь~а 
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" малыи промежутон временп, мы имеем следующие ДJ;18 

основные формулы: 

аэ + аЭlх + дЭlу + дЭlz =О 
дt дх ду дz ' 

(95) 

_!__ аа + дlх + а111 + дlz ==о. 
э дt дх ду дz 

(96) 

§ 13. Превращение величины П + const. в тройной .. .... 
интеграл, распространенныи на всю промежуточцую 

среду. Величина П в том виде, нан она входит в урав
нение живых сил в явлениях взаимодействия на рас
стояниях нонечных, зависит от относительного поло

жения взаимодействующих тел и от их формы. По 
.... 

отношению R промежуточнои среде эти тела определяют 

положение и форму границ промежуточной среды. 
Если я означу через Э количество энергии в элементе 
промежуточной среды, то эта последняя должна быть 
найдена из условия: 

П + const. = ~ ~ ~ Э dш, (97) 

" .... 
где троинои интеграл распространяется на всю про-

межуточную среду. 

Мы решим соотношение (97) для специальных слу
чаев, :которыми исчерпываются все известные нам роды 

взаимодействий на конечных расстояниях. 
Слу'Чай первый. Вааимодейстпвие весомых, электри

ческих и .Аtагнитпных масс. Для взаимодействия этих 
масс потенциал V во всём внешнем пространстве, не 
заключающем действующих масс, т. с. для всех точен 

промеrнуточной среды, удов;~етворяет уравнению Ла
пласа. ~1ы решим вопрос для взаимодействия двух 
масс т 1 , т2 , ноторые воображаем себе сосредоточен;
ными в двух точпах а, Ь, находящихся на расстоянии R 
друг от друга. Означая через Vиь потенциал обеих 
~асс друг на друга, мы имеем: 

(98) 
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Здесь 

(99) 

Положительный знан должен быть взят в случае оттал
кивания, а отрицательный: - в СJ1учае притяжения. 
Означим через V 1 , V 2 потенциалы масс т1 и m2 в ка
кой-нибудь точне промежуточной среды. Мы имеем по 
теореме Грина: 

r \ \ v л v dm + \ ( \ dm cav 1 av 2 + av 1 av 2 + av 1 av 2) === J ~ J 2 2 1 ~ ~ ~ дх ах ау ау az az 

· == - ~ ~ v2 :~1 
d1 1 - ~ ~ V 2 ~: d:i2 , (100) 

где зван Л2 представляет дифференциальный параметр .., ._. 

второго порядка, троинои интеграл распространяется 

на всю промежуточную среду, т. е. на пространство, 
v ~ 

ограниченное с однои стороны поверхностью оеснонечно 

большой сферы, с другой - двумя беснонечно малыми 
сферами, окружающими точки а и Ь. Двойные инте
гралы распространяются на поверхности этих сфер, 
и dn1, dn2 представляют элементы нормалей к этим 
сферам, направленные внутрь промежуточной среды. 
Первый двойной интеграл, входящий во вторую част~ 
предыдущего выражения, будет 

+ 47tVaь· (101) 

Второй же двойной интеграл будет величиной бесно
нечно малой. Следовательно, по (98) 

+ 41tll = ~ ~ ~ V2 д2V 1.dro + 
+ \ \ \ (дV1 дV2 + дV1 дV2 + дV1 дV2 ) dш. (f02) 

J ~ ~ дх дх ду ду . дz дz 

Точно так же имеем: 

+ 4.:П = ~ ~ ~ V 1 Л2 V 2 dш + 
+ \ \ \ cav 1 av 2 + av 1 av 2 + av i av 2) d ш ( iUJ) 

~ J ~ дх дх ду ду дz дz 
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Складывая эти выражения, находим: 

(104) 

Подинтегральная фуннция этого выражения может быть 
весьма просто преобразована. Собирая члены, содержа
щие производные по х, имеем: 

v a2V1 + v a2v2 + av1 av2 + av1 av2 
2 ах2 1 дх2 дх дх дх дх ' 

или 

ИЛИ 

(105) 

Подобное преобразование может быть произведено и над 
другими членами. Мы получаем таним образом: 

(106) 

Ближайшей нашей задачей будет определение постоян
ной, :которая должна быть прибавлена :к величине II, 
чтобы иметь всю энергию среды. Эта постоянная пред
ставляет ноличество энергии, ноторая была бы занлю
чена в среде, иогда в последней было Gы погружено 
толь:ко одно из взР..имодейству:ющих тел. Величину этой 
энергии легно найти из выражения ( 106), замечая, что 
она должна быть вдвое меньше той энергии, ноторая 
вычислится по формуле ( 106) для того случая, ног да 
массы т1 и т2 , равные друг другу и тождественные, 

совпадут. В этом случае мы должны положить V 1 = V 2 , 

и из ( 106) находим, означая через Па и IIь части энер
гии среды, обусловливаемые в ней :каждой массой ml 
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:и m1 в от дельности: 

4r.П0 = ~ ~ ~ ~ Л2V~ dш, 1 

41tllь = ~ И ~ Л2V; dro. J 
(107) 

Величины Па и Пь представляют ноличества энергии, 
:которыми обладала бы среда, если бы в ней находи
лась или тольно масса m1 , или тольно масса т2 • 

Полная энергия среды есть, следовательно, по (97): 

~ ~ ~ Э dro = П + const. = П + П0 + Пь. (108) 

Подставляя сюда найденные выше величины П, II
11

, Пь, 
находим: 

~ ~ ~Эdю ·~ t~it ~ ~ ~ -'2 (V1 -t V2)
2 dro. (109) 

Следовательно, 

(110) 

Означая через р параметр понерхностей равного потен
циала в среде, имеем: V2 +V1 = ~; следовательно, 

1 
э - л '2 - 167t 21J • ( 111) 

Этому выражению мы моiнем дать ещё иной вид. 
Означим через h дифференциальный параметр первого 
порядка от параметра ~, т. е. 

h =. /сдV1 + дV2)2 + сдV1 + дV2)2 + (дV1 + DV2 )2· (if2) v дх дх ду ду \. дz дz 

Величина /, представляет силу, с .которой действовали 
бы :массы Пl 1 и т2 на массу, равную единице и помс
щённую н .каноii-нпбудь точке промежуточной среды. 
Эа~rечан, что по ycJronию во всех точRах промежуточной 
среды фу1н\цпп V 1, У 2 удов:тотнорнют уравнению Лапласа, 
м1.}J ~1оже~1 ,:~ать выражению ( 111) следующую форму: 
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т. е. количество энергии в .каждой точне промежуточцой 
ереды пропорционально квадрату силы, е которой 
массы m1 и т2 действовали бы на массу, равную еди-
8Иде, помещённую в этой точне промежуточной 
среды. 

В том случае, ногда массы притягиваются, мы должны 
брать потенциалы V 1 и V 2 с противными знанами; 
в случае же, ногда они отт:;.лниваются, - со знанами 

одинановыми. Это знаноположение вытенает из соотно
щения (99). Отсюда следует, что энергия среды в слу
чае притягивающихся масс будет наибольшей, ног;:r.а 
эти массы находятся в беснонечном удалении друг 
от друга. По мере сближения масс энергия среды пре
вращается постепенно в живую силу их явного движе

ния. В случае масс, отталнивающих друг друга, их 
беснонечному удалению соответствует наименьшая вели
чина энергии среды. 

Выражения ( 111) и ( 113) имеют место не тольно 
для действующих масс, сосредоточенных в двух точнах, 
но и для произвольного количества произвольно распо

ложенных масс. Эти же выражения имеют место и для 
взаимодействия замннутого тона на магнитный полюс, 
ибо, эаменяя первый магнитными поверхностями~ :мы 
приходим н случаю тольно что разоnранному. 

§ 14. Закон энергии в случае взаимодействия двух 
замкнутых токов друг на друга. Этот случай при
водится к предыдущему, заменяя взаимодействующие 

замкнутые тони магнитными поверхностями и разумея 

под величиной V потенциал магнитных масс, лежащих 
на одной из этих поверхностей, на северный полюс 
с ноличеством магнетизма, равным единице, лежащий 

в наной-н:ибудь точне среды. Вопрос этот может быть 
решён ещё иначе. Потенциал двух замннутых токов 
друг на друга в том с:~учае, когда напряжения тонов 

nзмеряются элентромаrнитными единицами, есть 

(114) 
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Здесь ds 1 и ds 2 представляют элементы тонов а и Ь, 
а r - расстояние между ними. Этот двойной интеграл 
может быть преобразован в тройной, распространённый 
на вс10 проме;нуточную среду, при помощи следующих 

соображений, аналогичных употреблённым выше. Rаж
дый из за~\п,нутых то:hов заменяем двумя беснонечно 
близними поверхностями, обложенными противополож
ными магнитными iНидностями. Означим через V 1 и V 2 
потенциалы замннутых токов на :магнитный полюс 
с северным магнетизмом, количество ноего равно еди-

v ~ ~ 

вице и которыи лежит в l\анои-ниоудь точне промежу-

точной среды. Во всей части среды, ограниченной 
с одной стороны поверхностью беснонечно большой сферы, 
с другой - магнитными поверхностями, заменяющими 

токи, потенциалы V 1 и V2 удовлетворяют уравнению 
Лапласа. Для уназанной части среды имеет место соотно
шение ( 100). Двойные интегралы, в него входящие, 
распространяются на элементы магнитных поверхностей. 

Э~и двойные интегралы равны 4;:П (см. статью Rирхгофа 
« Uber die Krafte, \velche zwei unendlich dunne, starre 
Ringe in einer Fliissigkei~ scheinbar auf eina11de1· aus
iiben konnen», Crelle, 1870). ОтысRиван методом преды
дущего параграфа постоянное, ноторое должно быть 
прибавJ1ено и величине П, чтобы получить выражение 
полной энергии среды, мы найдём, ~-;ан легно видеть, 
снова: 

или 

h2 
Э=-, 81t 

(115) 

(116) 

где р есть параметр поверхностей равного потенциала 
u 

в точ1~ах промел,уточноп среды с уназанными выше 

границами, причём под потенциалом разумеется потен

циал обоих то1\ов на северный магнитный по:-rюс с полп
чеством: магнетизма, раnным едпнпце. Велпчина h есть 
дифференциальный параметр первого порядна от пара-
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»етра р. Относительно величины Э мы вправе сделать 
те же занлючения, нан и в предыдущем параграфе. 

§ 15. Исследование законов энергии в случае, 
когда дл_н взаимодействия тел существует потен
циал. Для этого случая выражение величины энергии 
найдено в предыдущих параграфах. Оно есть: · 

(117) 

и.пи 

hl 
Э---в1t' 

(118) 

где ~ есть параметр поверхностей равного потенциала, 

проведённых мысленно в проме1-нуточной среде. Здесь 
потенциалом может быть фуннция, совершенно отличная 

и 

от потенциала самих взаи:модеиствующих тел друг на 

друга. Например, в случае замннутых тонов величина r 
представляет потенциал этих тонов на магнитные полюсы, 

ноторыми мы должны мысленно наполнить среду. 

Для рассмотренных нами явлений имеет место 
соотношение 

(119) 

Вообразим себе в промежуточной среде тройную систему 
ортогональных поверхностей, ноих параметры означим 

через р, р 1 , р 2 • Мы имеем (Lame, LeQon sur les coordon
nees curvilignes): 

h 
dhh 

Л2 '"J = hh 1h2 -· _i_!_ 
1 dp ' 

(120) 

где h, h1 , h2 суть дифференциальные параметры первого 
порядна от параметров ~, р 1 , [J 2 • Вследствие соотношения 
( 119) имеем: 

( 121) 
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Но элемент объёма в ортогональных 

dp dp1 dP2 
hh1k1. 

ноордияата:t ес'1, 

(122) 

Умножая элемент объёма на величину энергии 9, мы 
" .. 

наидем ноличество энергии, занлюченное в элементе 

объёма. По (118) и (122) оно будет: 

(123) 

Сечение поверхностей r1 и р2 представляет нривую 
линию, носящую название силовой линии. Вообразим 
себе на одной из поверхностей ~ беснонечно малый 
прямоуголънин, две стороны ноего составлены из эле

ментов ds 1 и ds 2 нормалей к поверхностям ~ 1 , ~ 2 • Здесь 

(124) 

Проведём через периферию этого четырёхугольнина все 
возможные силовые линии. Они выделят из среды 
беснонечно тонний объём нриволине:йного вида, :кото
рый я назову (по аналогии с одним т·ермином, введённым 
Гельмгольцем) силовою н,итью. Изменяя один параметр ~, 
оставляя постоянными ?1 , i1 2 , мы двигаемся вдоль сило

вой нити, площадь сечения :коей в :каждой точне равна ds 1 , 

ds2 • Прилагая и выражению (123) соотношение (121), 
мы видим, что ноличество энергии, занлючённое в :каж
дом элементе объёма, остаётся неизменным вдоль сило

вой нити. Но выражение ( 123) может быть представ
лено в виде: 

(125) 

Отсюда заключаем, что вдолъ силовой нити плотность 
энергии измен,яется обратно п ропо рционалъно сечению 
пити. 

Обратимся теперь н отыснанию сноростей движения 
энергии в промежуточной среде. 
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Изменение энергии со временем в одном и том же 
э:1ементе объёма будет по ( 118): 

аэ 1 a1i2 

at = 81t дt . (126) 

Время может входить в величину 
чины, определяющие положения 

тел. Если взаимодействующие 
в покое, мы имеем: 

h 2 только через вели-
.., 

взаимодеиствующих 

тела удерживаются 

(127) 
u 

а следовательно, :количество энергии во всеи среде .. 
остается неизменным. 

Вообразим себе в промежуточной среде одну тольно 
массу т1 , сосредоточенную в одной точ:ке а. Пусть 
эта точна двинулась в направлении l вследствие сооб
щённого ей внешнего толч:ка. Найдём изменение энер
гии среды в рассматриваемом случае. По сделанному 
замечанию имеем: 

аэ 1 ah" al 
at = 81t д[ дt , (128) 

.., 
и изменение энергии во всеи среде представится вели-

u 

ЧИНОИ 

(129) 

или 

(130) 

В данном случае поверхности равного потенциала суть 
нонцентричесние сферы; силовые линии совпадают 
с радиусами этих сфер. Означая через ~ широту, через 

· r - радиус одной из сфер, имеем: 

h 2 
h Л = т1 cos <р. 

1 1 

Но на одной и той же сфере для одноrо 

. (изменяется от О до ;) _существуют, 

(t31) 

и того же ер 

очевидно, два 
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дh. 2т дr 
точки, для которых al = - --;:з дl имеет величины рав-

ные, но противоположные по знаку. На такие парные вели
чины, уничтожающие друг друга, разложится всё выра
;:кение ( 130). Следовательно, оно равно нулю. 

Отсюда заключаем, что при движении массы т 1 , 
сосредоточенной в одной точке, когда нет других масс, 
энергия среды остаётся неизменной, т. е. масса т1 не 
отдает живой силы своего движения среде и не при
обретает. Неизменность энергии среды при движении 
массы т1 в указанных условиях есть тольно иное выра
~:кение закона инерции. Мы получим, очевидно, тот же 
результат и в случае произвольного числа масс, обла
дающих движением, при котором их относительные 

положения не изменяются. Рассмотрим теперь случай, 
когда взаимодействующие тела описывают произвольные 
пути. Мы наl:одим по выражению (117): 

аэ 1 at at at {
д2др2 а2др2 аи~~} 

дt = 16~ дх2 + ау2 + дz'J. . (132) 

Это выражение представляет элементарный закон сохра
нения энергии и должно быть тождественно с соотно
шением (95). Условия тождества будут: 

1 а сар1) -Эlu== tб~ау at ' (133) 

Эти выражения дают нам величины сноростей lx, ly, l2 , 

так нак величина Э известна. Ру:ководствуясь сообра
жениями, изложенными в § 11, соотношения ( 133) 
должны быть поставлены исходными пуннтами при изы

скании форм частичных движений промежуточных сред. 
Я представлю выра.;:кения (133) в несколько ином 

виде. В правых частях выражений (133) производная 
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от ~~ берётся постольну, поснольну время t входит 
в фуннцию р через величины, определяющие положение 
взаимодействующих тел в пространстве. В этом смысле 
величина 

. J =дs = _! др 
дt h дt 

представляет снорость по направлению ds, с ноторой 
u 

перемещается точна пересечения поверхностен р, р 1, р2 
в пространстве при изменении относительного положения 

взаимодействующих тел. Эту скорость не должно сме
шивать со с~оростью энергии в hаnравлении норма.ли ds 
к повР,рхности р в той же точ~е. Означим через Е 

величину hs' или ~~ ; выражения (133) примут вид: 

-9(е = ~~ :х (рЕ), ) 
1 а 

-9ly = Src ау (?Е), (134) 
1 а 

- Эlz = 81t az (rE). J 
Означим через s, s1, s2 снорости движения энергии 
по направлениям элементов нормалей ds, ds 1, ds2 к по
верхностям р, р 1, Р2. 

Соотношение (95), представленное в ортогональных 
координатах, будет: 

_ t аэ -~ [ Эs ] +~[Эs1 ] +~[Эsа] (135) 
llh1l~2 дt - др ll1h2 др1 hh1 др2 /1h1 • 

В;ыражение ( 132), преобразованное в ортогональные коор

динаты, будет, заменяя ;: через Е: 
t дЭ _ !_ {_!_( .. __!!_а (рЕ)) + ~с.!!2:_ д (рЕ)) + 

lih1h2 дt - 81t др h1h2 др дрl hh1 дрl 

+~с~д{рЕ))}· (136) 
1, ар. hh1 api 
Вторая часть получается из известного преобразова
ния в ортогональные ноординаты дифференциального 
параметра второго порядна. 

13 в. л. умов 
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Сравнивая выражения ( 136) и 

Эs= - а(;:) , 
Эs1 = - а ~рЕ) , 

S1 

Эs<) = - а ~РЕ) . 
... Sa 

( 135), 

) 
1 

} 
1 
J 

находим: 

(137) 

§ f 6. Закон энергии для взаимодействия двух 
элементов тока. При выводе занона энергии в данном 
случае я употреблю метод, обратный употреблённому 
в предыдущих параграфах. Полученный результат будет 
служить оправданием нашего способа. .Н предположу, что 
и в данном случае мы имеем соотношение ( 118), т. е. 

h2 
t9 =с-. 

81t 
(138) 

Здесь с постоянное, h есть сила, с которой действуют 
два элемента тона. ds 1 и ds2 , центры коих лежат в точ
ках а и Ь, на северный магнитный полюс с количеством 
магнетизма, равным единице, лежащий в точке про
межуточной среды, для которой берётся величина Э. 

Означая через ci 1 , ~ 1 , у 1, а. 2 , ~ 2 и у 2 углы элемоотов 
ds 1 и ds2 с осями координат, величрны слагающих сил, 
с которыми ~ти элементы действуют на магнитный 
полюс, помещённый в какой-нибудь точке среды, будут; 

Х = (У-У1) cos 11 - (z - z1) cos Р1 i ds ) 
. 1 r~ 1 i, I 
у _ (z -z1) cos ti1 - (х - х1) cos "(1 • d ( 

1 - з lt S1, r1 

Z (х - х1) cos ~1 - (у -у1) cos а1 • d 
1 = 3 l1 81, J rJ 

(139) 

(140) 



УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ ЭНЕРГИИ В TEJIAX 195 

Величины i 1, i 2 суть напряжения тонов, протенающих 
через элементы, в элентромагнитных единицах; х 1 ,у 1 , z1 , 

х2 , у2 , z2 - ноординаты точен а и Ь, с Rоторыми совпа
дают центры элементов ds 1, ds2 ; х, у, z- ноординаты 
наной-нибудь точни среды, 7 1 и 7 2 - её расстояния от 
точен а и Ь. 

Составляя по выражениям (139) и (140) величину h2 , 

умножая её на элемент объёма и интегрируя на всю 
промежуточную среду, т. е. на всё пространство, лежа
щее между беснонечно отдалённой сферой и беснонечно 
малыми сферами, онружающими элементы ds 1 и ds2 , 

мы должны получить, если наше предположение спра

ведливо, величину энергии среды, т. е. П + const., где П 
есть потенциал элементов ds 1 и ds2 друг на друга. 

Для простоты примем за ось х линию, соединяющую 
оба элемента ds 1 , ds2 , и середину этой линии-за начало 

R 
координат. Тогда у 1 = z1 = у2 -=-== z2 ==О, и пусть Х1 == - 2 , 

R 
Х2= +2 • 

Легно видеть, что члены, входящие в тройной ИНТJЭ
грал, представляющий величину П + const., и содерiна
щие одну из ноординат в нечётной степен:И, будут 
попарно уничтожаться. Нац остаётся поэтому рассмотреть 
выражение. 

S1t [II+const.] ==К +i1i2 ds1dS2 {coS"(1COSY2 ( (\ уз2 ~(1) + 
с ) J ~ r 1 r 2 

+ cos ~ 1 cos ~2 ~) ~ z;l~ + COS et1 cos ~2 ~ ~ ~ z~~ + 
в2 

х2 __ 

+ cos '( 1 cos '( 2 ~ ~ ~ r~ r~ 4 
d ш + 

в2 
х2 __ 

+ cos ~ 1 cos ~2 \ \ \ 3 3 

4 dш + J) ~ r 1r 2 

+ cos :i 1 cos ~2 ) ~ ~ у~~; } . (141) 
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Величина К поставлена на место тех членов, :кото
рые содержат :координаты одного только из элемен

тов ds 1 , ds2 и, следовательно, по интеграции дадут 
величину постоянную. Форма этих членов для нас 
не существенна, таи нан оправдание нашего способа 
мы можем найти тольно в результате, :который полу
чится для величины П, представляющей часть энергии 
среды, зависящую от положения обоих элементов. 

Я замечу, что сумма членов, стоящая между сноб
нами в выражении (141), всегда :конечна. В самом деле, 
она всегда меньше суммы входящих в неё тройных 
интегралов., так как стоящие перед ними фанторы 
меньше единицы. Сумма же этих тройных интегралов 
есть :конечная величина 8тtП, где П имеет то же зна-
11ение, нан в § 13 формулы (98), ( 102). 

Вследствие полной симметрии около оси Х мы имеем: 

~ ~ ~ у;~~== ~ ~ ~ z:~~:· . (142) 

Означая через (ds 1, ds2 ) угол между обоими элемен
тами ds 1, ds2 , мы находим, рассматривая только члены, 
зависящие от относительного положения элементов ds 1 
И ds2 , т. е. вычитая из ( 141) величину 

8rc 
- const. =К, (143) 
с 

в2 
х!- -

+ {cos ~1 cos ~2 + cos у1 cos у2 } ~ ~ ~ ~И 4 
drn } . (144) 

Чтобы найти окончательное выражение для П, мы 
должны определить входящие сюда тройные интегралы. 

С этой целью вместо прямоугольных :координат вве
дём три системы ортогональных поверхностей (В е t t i, 
Teorica delle f orze che agiscono secondo la legge di 
Newton, Pisa, 1865): 

,1) меридиональные плос«ости, прпходящие через 
ось Х; параметр р этих nлосностей изменяется от О до 2; 
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2) поверхности вращения, дающие в пересечении 
с меридиональными плосностями круги, проходящие 

через точки а и Ь. Уравнение этих нругов будет: 

xz+ (1>- 2~v)2 =(2~nv)2 · (i45) 

Здесь ~-= i/ у2 + z2 , и v есть параметр нругов, изменяю
щийся ОТ 0 ДО 1t'; 

3) поверхности вращения, дающие в меридиональ
ных плосностях нруги, проходящие через две мнимые 

точни, лежащие на оси Х, на расстояниях от начала 
ноординат, равных 

R-./+ 2 r-1. 

Уравнение этих нругов будет: 

( Х + 2t~и)2 +r 2 =С~и)
2 

• 

(146) 

(147) 

Здесь и есть параметр этих нругов, изменяющийся 
от - со до + со; th, sh, ch суть гиперболичесние тан
генсы, синусы и носинус·ы. 

Уравнения для перехода от прямоугольных ноорди-.. 
пат х, у, z R введенным суть следующие: 

Rshu 
Х= -------

2 ( ch и - cos v) ' 

у= 

z == 

R роме того, элемент 

R sin v sin ~ 
2 (ch и - cos v) ' 
R sin v cos :р 

2(chu-cosv) · 

объёма будет: 

) 

~ 
1 

J 

(14Е) 

dю-R3 .dи·dv-dp·s~n_v (149) 
- б (chu-cosv)3 · 

Выражая подинтегральпые фуннцип тройных интегра
лов выражения: ( 144) в нриволпнейных ноординатах, 
мы видим, что числители подинтегральных функциii 
будут содержать постоянный фантор R5 , а знаменатели -
R6 , где R есть расстояние точен а и Ь. Следовательно, 
за знани тройных интегралов может быть вынесен по-
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1 
стоянный фактор R • Под знаиами же интегралов бу-

дут стоять выражения, зависящие иснлючительно от 

и, v, ·~· Тройные интегралы не будут, следовательно, 
зависеть от положения элементов, а толрно от пределов. 

Означая чере3 )1, и tJ. две постоянные и замечая, что 

cos ~1 cos ~2+cos12 cos У1 = 
= cos (ds 1 , d82 )- cos (R ds1 ) cos (R ds2 ), 

выражение. ( 144) представится в следующем виде: 

п с i 1 i z ds 1 ds z { "1 (d d } (R d } (R d } i . =В~ R л cos 81 , 82 - fJ- cos s1 cos 82 1 • 

(150) 

Это выражение для потенциала двух элементов тона 
друг на друга отличается от потенциала Гельмгольца 
тольно постоянными факторами, что и служит оправда
нием справедливости предположения ( 138). 

§ 17. Общий метод определения законов взаимо
действий на расстояниях конечных. Приведённыс 
выше исследования потенциальной энергии двух взаимо
действующих тел, в предположении существования про
межуточной среды, дают нам право считать следующую 
теорему онравданной для известных нам взаи:модейетвий: 

если известен закон взаимодействия на расстояии
ях конечных между однородкыми деятелямс~ природы ГJ., 
сх. 1 с т ретъим одно родн,ым или разн,о родн,ьzм с н,ими 
деятелем ~' то вы ражен,ие потен,циалъмй эн,е ргии для 
взаимодействия деятелей а и а 1 друг н,а друга будет: 

П =а ~ ~ ~ { Ха.~Х .,~+У а.~У а. 1 ~ + Za.~Za.1 ~} dФ, ( 151) 

где а есть постоян,н,ый фактор и Ха~Ха.1 ~ и пр. пред
ставляют слагающие сил, с которыми деятели а и CI 1 

действуют н,а деятелей ~ 1 , которыми мыслен,но жпре
рывно н,аполпяется, пространство, окружающее дея
телей а и а1 . Тройн,ой ин,теграл распростран,яется 
па все простражтво, лежащее меNсду поверхмстъю 
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бескопечltо большой сферы и двумя другими поверх
ностями, бескожчно б-4изко облегающими деятелей а. и а. 1 • 

EcJIИ деятели а. и а. 1 суть весомые, магнитные пли 
элентричесние маёсы, то деятель ~есть соответственно 
весомая масса, магнитная масса или элемент тона и, . 
наконец, элентричесная масса. 

Если деятели а. и а. 1 суть замннутые гальваниче
сние тони или элементы тонов, то ~ суть магнитные 
полюсы или элементы тонов, таким образом располо
женных в пространстве, что сами по себе они не вы
~ывают движения ни одного из деятелей а., ~ 1 (пос
леднее оправдано для частных случаев в _упомянутой 
мною выше статье «Ein Theorem и пр.))). Справедли
вость этих занлючений вытекает, как легко видеть, из 
предыдущих параграфов. 

Хотя теорема, здесь приведённая, доназана только 
для известных нам взаимодействий на расстояниях :ко
нечных, тем не менее я считаю возможным видеть в ней 

выражение неизвестного нам физичесного соотношения 
или сродства между деятелями природы, действующими 
друг на друга на расстояниях :конечных. 

Из приведённой теоремы выrенает следующее за
нлючение: oдltopoдmze фyllKlfиU коордимт, представ
ляющие силы, с которыми деятели при роды действу
ют друг па друга па расстояниях коиечтzх, должltы 
быть второй степепи. 

Пусть силы, с которыми однородные деятели ~, ~ 1 
действуют на ~' представляются однородными фуннция
ми т-й степени от координат, причём ноэффициенты, 
входящие в функцию, :\tогут зависеть от различных 
условий, определяемых самим характером деятелей. 
В данном случае произведения Хо.~ Х сж. 1 ~ и пр. будут 
однородными функциями 2т-й степени. Выражая пря
моугольные координаты в криволинейных, употреблён
ных уже нами в § 16, мы вынесем за зван тройного 
интеграла выражения (155) величину R2m+з, где R 
есть расстояние между деятелями а. и ~ 1 , :которые 

предполагаются занимающими беснонечно малые объёмы. 
Означая через М некоторое постоянное, мы получим, 
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следовательно: 

П = ]JJ R2m+з. 

Мы находим отсюда выра.rненпе с.плы: 

dП 
- dR = - (2ni + 3) MR2m+2. 

(152) 

(153) 

Если деятель ~ однороден с ':1. и х 1 , то степень т одно
родных функций, прсдставляющпх силы, с ноторы:мп 
r:1. и а 1 действует на р, должна быть одинакова со сте
пенью расстояния R в предыдущем выражении:, пред
ставляющем силу, с :которой а и а 1 действуют друг 
на друга, т. е. 

m=2m+2, (15!i) 
откуда 

m= -2, 

чем и оправдывается наша теорема для взаимодействия 

деятелей однородных. 
Если а и а 1 попрежнему суть деятели однородные, 

а~ - с ними разнородный деятель, то, по тольно что доn:а
занному, степень величины R в выра.rнении ( 153) до;~
жна равняться -2, т. е. 

-2=2m+2, (156) 

от:куда степень т однородных фу:~нций, представляю
щих силы, с ноторыми взаимодеиствуют разнородные 

деятели, ее ть 

m= -2, (157) 
чем и до:казывается наше поло.rнение для случая взаимо

деiiствпя разнородных деятелей. Заметим, что для дан
ного случая положение до~~азано независимо от направ

ления силы взапмодеiiствил разнородных деятелей. 



ПРИБАВЛЕНИЕ К СТАТЬЕ «УРАВНЕНИЯ 
ДВИЖЕНИЯ ЭНЕРГИИ В ТЕЛАХ» 

1. В статье « Уравненпя движенпя энергии в телах) 
было по1~азано, что для тел постоянноп упругости мы 
имеем: 

аэ а ( , + , ') 
"fjt =- дх PxxU РухО + P.xzW + 

+ а ( , + , , 1 ') + ду PxyU PyyV 1 Py:W 

+ а ( ' + ' ...!- ') дz Pxzll Puz V 1 Pzz W , (1) 

где Э означает плотность энсргпп в точне упругого 
тела, р- натяжения, и, v, w- перемещения частицы 

по осям, и', v', w' - соответственные с1~орости. 
Выран\енпо ( 1) поЕазывает, что всегда существуют 

три фунhцнп ~х' i)y, 1}z, обладающпе тем свойством, 
что сумма их первых производных по осям х, у, z 
даёт у:меньшенпе плотности энергпп в одппnцу времени 

в данной точ1\е те:.rа. Эти фун1-:цпн суть: 

1 ! + ' -px=Pxxll +PuxV P.iz~V' 1 

' 1 '+ 1 - \Jy = Рхуи -+- PyyV Pyz. ~v ' } 

1 
(2) 

- Pz = PxzU' + PVy/ + Pzz.W'; J 

фуннцтти t'x, [Jy' \Jz могут быть названы токами энергии 
по осям прямоугольных r"'оордnнат х, у, z. 
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Отыщем соотношение между то.ком энергии ra через 
наную-нибудь беснонечно малую площадну а внутри 
тела и тонами ~х' ~У, Pz· С этой целью вообразим себе 
элементарный тетраэдр, вершина ноего находится в на

ной-нибудь точне тела, ноординаты ноторой суть х, у, z, 
три ограничивающие плосности параллельны осям ноор

динат, а четвёртая есть беснонечно малая площадь а. 
Выражение (9) упомянутой статьи, представляющее 
сохранение энергии в упругом теле, справедливо для 

произвольно взятой его части, причём тройные интегралы 
должны быть распространены на её объём, двойные
на её поверхность. Относя выражение (9) и элементар
ному тетраэдру, мы находим, заменяя ~и, ov, ow через 
и', i', w': 

0=:; dш-[u' (Рхха +Ржу~+ Pxz"[) + 

-+- v' (Рхусх + руу~ + pyz"[) + w' (Pxz а + pyz~ + PzzY)]a а + 
+ [PxxU' + PxyV 1 + Pxzw']x dy dz + 
+ [Рхуи'·+ Pyyv' + Pyz w']y dx dz + 

-1:- [Pxzll' +· PyzV' + Pzzw']z dx dy. (3) 

Значни а, х, у, z, поставленные внизу снобон, поназы
вают, что стоящие в них выражения должны быть взяты 
длн центров тяiнестей соответственных площадей. Вели
чины сх, ~' у суть носинусы углов внешней нормали 
и элементу а с осями ноординат. 

Предыдущее выражение может быть ещё написано 
в таном виде: 

аэ 
О= дt dJ) + ~ ( rx.px + ~Ри + 'YPz)a-

- ~xdy dz - pydx dz- f1zdx dy. (4) 

С другой стороны, принимая положительными тони, 
входящие в тетраэдр, мы должны иметь следующее 

выражение сохранения энергии в элементарном тетра

эдре: 

аэ 
О= at d<f'J + РаО-Рх dy dz- ~У dx dz-pz dx dy. (5) 
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.Сравнивая тождественные выражения (4) и (5), находnм~ 

(6) 

Это соотношение представляет искомую связь между 
.тоном энергии через произвольно взятую "элементарную 

длощадь ~ и тонами через три взаимно перпендику

лярные элементарные площади, пересекающиеся в цен

:тре тяжести площади а. 

Займёмся теперь определением направления движе~ 
ния энергии. С этой целью обратимся н выражению (2). 
Положим: 

(7) 

Вообразим себе в наной-нибудь точке М тела линию l, 
делающую с осями координат углы, ноих-носинусы суть 

Рх Ри Pz 
Q ' Q' Q. (8) 

Донажем, что через веяную элементарную площадну, 
проведённую в точне М параллельно линии l, энергия 
не передаётся; наждая таная площадка, тан сназать, 
непроницаема для энергии. Воображая себе в точке М 
линию s, перпендинулярную н l, мы должны доназать, 
что тон энергии через весьма малую площадну, перпен

ди«улярную к линии s, будет 

Ps =0. 

Если ix, ~' у суть косинусы углов, делаемых линией s 
с осями ноор:J:инат, то по условию перпендикулярности 

линий l и s 
(9) 

Но по выражению (6) это есть не что иное, нан Ps· Сле
довательно, 

Ps= О, (10) 

что и требовалось доназать. Воображая себе в точке М 
бесконечно тонкий и беснонечно короткий цилиндр, 
параллельный линии l, мы заключаем из предыдущего, 
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что через боковую поверхность цилиндра не будет пере" 
даваться энергия. Объёму, занлючённому внутри цилин
дра, энергия будет передаваться (входить) через одно 
основание цилиндра, а отдаваться (выходить) смежным 
частям - через другое основание. Направление оси этого 
цилиндра, или направление, определяемое носинусами ( 8), 
я назову направлением движения энергии в точне М. 
:Ноличество движущейся энергии в точне М, или тон 
энергии через площадку, перпендинулярную н линии l 
и проходящую через точну М, будет 

_ Р:х: + Р11 + Pz _ Q 
Pi-PxQ РУ Q- Pzi[- · ( 11) 

Величина Q есть величина полного тона энергии в дан
ной точне М. Эти выводы не зависят, очевидно, от 
частной формы (2) тонов энергии. 

2. Новый метод определения частичных движе
ний упругих тел. Выше было поназано, что энергия 
распространяется по линиям, насательные н которым 

в данной точке пространства делают с осями ноордина т 
углы, RОИХ НОСИНУСЫ суть 

р с Pv Р z ( 1 ? ) 
Q'Q'Q' ~ 

где 

Q2 = ~~ + ~~ + р:. 
Направление движения энергии вообще не совпадает 
с направлением линий, нормальных н поверхностям 
равной энергии или н поверхностям изодинамичесним. 

Условие движения энергии по нормалям и изоди
намичесним поверхностям есть 

аз 

Р:с ах 
-= д з' Q 1 

аз 

Ру_ ау 
7/-д1 З' 

(13) 

где Л1 Э есть дифференциальный параметр первого по
рядна от фуннции Э. 
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Если в упругом теле движения распространяются 

'8олнами, то условие движения энергии по нормалям 

и волновым поверхностям занлючается в . совпадении 
волновых и изодинамичесних поверхностей, - условие 
всегда возможное. 

Явления волнообразных движений суть простейшие 
и легно поддаются теоретичесним изыснаниям. Причина 
занлючаетея в том, что геометричесная система-волна 

и луч, харантеризующая рассматриваемое движение, 

принадлежит н простейшим геометричесним номбина
циям поверхностей и линий. 

Мы можем теперь ввести понятия более сложные, 
но в то же время и более общие, .которые, харантери-... 
зуя явления частичных движении упругого тела, могут 

быть положены в основание их теорет ичесного исследо
вания. 

Луч есть частный вид линий, по ноторым дви-... 
жется в теле энергия, - линии, делающих с осями ноор-

динат углы,. ноих носинусы представляются выражения

ми ( 13). Эти линии я назову динамическllми линиями. 
Поверхности, н ним нормальные, я назову статическими 

поверхностями, таи нан по ним нет движения энергии. 

Ilреобразуем уравнения движения частиц упругого 
тела в ортогональные ноординаты, причём одно из семейств 
ортогональных поверхностей образуется статичесними 
поверхностями, соответствующими исномому движению 

в теле данной формы и с данными условиями на поверх
ности. Из выражений трёх тонов энергии тольно одно, 
представляющее тон Ps по динамической линии, будет 
отлично от нуля; остальные два выражения будут нули. 

Для наждого элемента поверхности тела должны 
быть даны три условия, чтобы задача о дви;нении его 
частиц была совершенно определённа. Обынновенно 
таними условиями даются: величина давления или натя

жения для наждого момента времени и два угла, опре

деляющие их направление. Вместо этих условий могут 
быть даны величины тонов энергии Рх, ру, Pz для наждо
го элемента паве рхноети или, что всё равно, полная 
величина тона энергии через элемент- поверхности 
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этого тела и его направление, т. е. направление эле

мента динамичесной линии для наждой точни поверх
ности тела. 

Таи нан знание трёх тонов энергии по трём данным 
направлениям достаточно для оnределённости задачи, 
то, задавшись наперёд видом ортогональных поверхно

стей р, р 1, р 2 и величиной Ps на поверхности, мы будем 
иметь все необходимые условия для изыснания движе
ний, для ноторых линии пересечения данных поверх
ностей р1 , р2 суть динамичесние линии. 

Беснонечно тонний объём, ограниченный бесионечно 
близно лежащими динамичесними линиями, я назову 
дипамичесiой нитью. Воображая себе нить произволь
ной формы, предполагая, что её частицы не имеют нонеч
ных движений, мы можем ставить вопрос о форме дви
жений, при ноторых энергия не отдавалась бы боно
выми частями нити, словом, чтобы нить была динами
чесной нитью. Здесь достаточно знания величины Ps 
на всём протяжении нити и на её нонцах. Мы можем 
',Fанже дать Ps тольно ДJJЯ :концов нити и величину дав

ления на её боиовой поверхности. Нанонец, если дана 
величина ~s для наждой точни тела, то вместо рассмо
трения явлений в целом теле мы можем ограничиться 
изучением явлений в динамичесной нити. 

Путь, предположенный выше, приводит и выраже...: 
ниям тонов довольно сложным. Здесь же я унажу на 
другой метод, сходный с предыдущим. Н введу особые 
поверхности - псевдостатичесние, и особые линии - псе
вдодинамичесние. 

Параметр псевдостатичесних поверхностей означим 
бунвой р, а псевдодинамичесние линии - буквой s, причём 

(14) 

Пусть р, р 1 , р2 будут параметры ортогональных поверх
ностей и 

1 1 1 
Н' Н1 ' На 

- их дифференциальные параметры первого порядкаi 
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R, R 1, R 2 суть перемещения частицы упругого 1ела 

по нормалям s, s1 , s2 н поверхностям ~' r1, ~ 2 • 

Уравнения движения частиц упругого тела будут: 

µ сдВ _ ~) -(Л + 2µ ) д6 + 0 д
2R =О \ 

Н1Н-а др др1 Н др дt 2 ' 1 

_L(дГ~дА)-(Л+2µ)~+а д2R1 =0, l 
НН2 др дрJ Н1 др1 дt2 { 

_11_.(дл _дв)-(л+~)~ +о a•R. =О 1 
НН1 др1 др На др,а дt2 'J 

(15) 

где 8 есть плотность, О - :нубическое расширение и 

д(R1Н1)_д (R'!.H'!.) = Н1Н2 А, ) 
дr2 др1 н 1 

д (RJ.H2 ) _ д (RH) = HJ.H В, \ 
др др2 Н1 i 

д (RH) _ д(R1Н1) = НН1 Г 1 
др1 др Н2 . ) 

(16) 

Умножая выра.tнения ( 15) соответственно на скорости 
частиц R', R1., R2, на элемент объёма dш и интегри
руя по всему протяжению тела, мы найдём уравнение 
сохранения энергии во всём теле. Выделяя интеграцией 
по частям из тройных интегралов, входящих в это 
уравнение, двойные, относящиеся н поверхности, под
интегральная фуннция эти:х. последних будет иметь вид: 

- (psds 1 ds2 + Ps1ds ds2 + р82 ds 1 ds). ( 17) 

Ортогональные поверхности р, р 1 , р 2 я определю под 
тем условием, чтобы ps1 , Ps2 были нулями. Найдём: 

- Р• = !'- ( ~~; -1;:,~)-<л + 21'-) fJR', l 
CAR~ ГR') , 0= ~ л- н2 - (Л + 21-1) 0R1, ~ (18) 

(
BR' AR') 1 О= t-1 - --1 -О~+ 2f1) 6R2. J 
Н1 Н . 

Выражения ( 18) дают нам возмощность рас:крытъ 
некоторые общи~ отношения фор~ы псевдо~:f{намичес«их. 
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·.пиний н форме частичных движений. 'Умножая выра
жения ( 18) соответственно на 

R' R~ R~ 
Н ' -н--; ' Н2 

и снладывая, находим: 

R' [ R'2 R~2 R~2 ] 
Ps н =(Л+ 2t1-)б н+ Н1 + н--; 

в танже 

(19) 

p,,f = (Л + 2!'-) 6 [ R~A + 1;J~ + 1;{ ] . (20) 

Если Перемещения не сопровождаются изменением 
плотности, т. е. если О= О, то, таи нан ~s по первому 
соотношению (18) не равно нулю, мы должны иметь 
по ( 19) и (20): 

R' =0, А=О. (21)1 

Первое из этих условий поназывает, что перемещения, 
совершающиеся по направлению псевдодинамических ли
ний, вс0гда соединены с изменением плотности. Е ели 
плотность не изменяется, то перемещения происходят 
в плоскостях, касающихся псевдостатических поверх
ностей. В последнем случае из условий ( 18) остаётся 
тольно одно первое. 

Второе J:lЗ условий ( 21) даёт: 
а (H1R1) _ а (H1R2) =о, 

дрз др1 

отнуда, означая через Ф некоторую функцию от 
Р! и времени, 

или 

1 дФ 

R1= Н1 др1 ' 

(22) 

дФ дФ 
R1=- R2=-8 . (23) 

дs1 ' Sa 

Следовательно, при е =О перемещения, совершающиеся 
по дин,иям к ривиапы псевдостатических пове рхн.остей, 
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про по рцz~опальпы п роиаводпым от пекото рой фупкчии 
по соответствеппым липиям. 

Предположим, что по одной из линий нривизны 
псевдостатичесних поверхностей не происходит движе
ния; пусть, например, R2 =О. Тогда соотношения (19) 
и (20) дают: 

откуда 

R' 
R'2 R~2 < -+н Н1 

л= R'A R~B ' -+н Н1 

R' R' 
- 1 

А - В' 

и последнее из соотношений (18) даёт: 

Н=Н1 • 

(24) 

(25) 

(26) 

Следовательно, одпов ремеппое перемещение по псевдо
дипамической липии и oдnoii иа липий к ривизпы псев
доrтатических поверхностей может существовать 
в том только случае, если диффе репциальные па рамет
ры первого по рядка пове рхпостей, по рмальпых к на
п равлепию обоих движений, друг другу равпы. 

(R системам ортогональных поверхностей, выполня
ющих условие (26), принадлежат, между прочим, кри
волинейные :координаты, уnотреблённые мною в статье 
«Уравнения движения энергии в телах», § 16.) 

. Если в каной-нибудь момент времени R2 = О и Н 1 
не равно Н, то для того же момента долiнно суmество
вать условие: 

R' R' -- 1_0 
А-в-· 

Таи нан А и В не могут быть беенонечно большими, 
то 

R' =0, R\=0. (27) 

Итан, если ортогональная система не удовлетворяет 
условию (26), снорость движения частицы равна нулю 

14 Н. А. Умов 
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вся:кий раз. когда её слагающая по нормали :к поверх
ности ~2 обращается в нуль. 

Я разберу подробнее явления движения частиц 
упругого тела по одной из линий :кривизны псевдо
статичес:ких поверхностей. 

Пусть R =О и R1 =О; следовательно, существует 
одно перемещение R 2 • Мы находим из выражений (18): 

или, 

BR~ 
q.=tJ- Н1' 

обращая внимание на 

д (R2Hi) -=О 
дрl ' 

А=О, о =0, 

величины А и О, 

а (HH1R2) =О; 
др2 

функция Г обращается в нуль, и из (16) находим: 

(28) 

(29) 

В = f/Ji • :? (R 2H 2)· (30) 

Неопр~делённые уравнения движения дают: 

ав _ 0 _ 11 ав + ... a2R2 == 0 дра - ' Н Н i др о дt" • (31) 

Мы должны отыснать величину R2 , удовлетворяющую 
выражениям (29), (31) и условиям, данным на поверх
ности упругого тела. Последние мы оставим неопреде
лёнными. Для нас важно отнрыть условия для вида 
псевдостатиqесних поверхностей, :которые должны вытечь 
·из совместного удовлетворения приведённых выше урав

нений. 
Пусть 

R 2 = ea.tu, (32) 
где а.- постоянное, и есть функция одних ноординат . 
. Означая через ер и ф две фуннции, имеем из (29): 

н 2U =ер (р, ~2) н н ~Ц = ф (р, Р1), (33) 
отнуда 

(~4) 
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Первое из соотвоtпеяий (31) даёт: 

~с Н 1 д'f (о, ?з)) =О. 
др2 НН2 др 

Отсюда 

. Н1 Ф (Р, Р1) ------
НН2 - д ( 

др (f р, Р2)) 

Второе из выражений (31) будет: 

11Н 2 д ( н i д ;;) + ... 2 0 ---- - --- оа. ~-
НН1 др НН2 др - • 

(35) 

(36) 

(37) 

Таи ка:к ер есть функция одних р и р 2 , то первый член 
предыдущего выражения не должен зависеть от р 1• l\!Iы 
удовлетворим этому условию, полагая в выражениях 

(34) и (36) 

, ( ) Ф (Р, Р1) t ( ) ( ) 
У р, ~1 = а = 1t ~ • ~ Р1 , (38) 

где е и ~ суть обr.значения фуннций и а - постоянное 
или функция одного i). Следовательно, 

Н2 t' (Р, Рз) 
Н Н i = ; ( r) ·. YJ ( Р1) ' 

Н1 _ а · ; (Р) · 1J (Р1) 
НН2 др (р, р~) 

(39) 

др 

Jlоztставляя эти выражения в (37), найдём: 

а µ·, д - ;cr>. ap(e(r))+oa.2cp==O (40) 

ипи 

д ln ~ (р) 
др 

если а постоянное, то 

оа..2 
-р 

~ ( r1) = Ае аµ. • 

( 41) 

(42) 

14* 
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Поэтому условия для системы псевдостатичесних поверх
ностей будут: 

(43) 00.2 
НН2 1 дf (р, Р2) -аµ Р 
Н1 - аА11 (р1)- ор - е 

Мы находим из ( 39): 
1 а In -р (р, р 2 ) н2=-. 
а др 

(44) 

отнуда следует, что дифференциальный параметр пер
вого порядна псевдостатичесних поверхностей не должен 

зависеть от параметра той ортогональной поверхности, 
по нормали н нoeii нет нолебаний, т. е. кривиапа этой 
пове рхпости по псевдодипамичеспой липии равна пулю. 
Следовательно, движения по обеим линиям нривизны 
возможны в том тольно случае, если Н не зависит ни 
от ~ 1, ни от f1 2 • В этом случае Н есть фуннция одно
го р, и псевдостатичесние поверхности суть поверхнпсти 

волновые (см. статью «3аноны нолебаний в неограни
ченной среде постоянной упругости», Математичесний 
сборнин, т. V). 

Из ( 44) находим: 
· r aH2do 

ер (р, Р2) == Ф С·2) · eJ · . (45) 

Следовательно, по (33) и (32) имеем: 

(46) 

Выражения ( 43) не должны, очевидно, содержать част
а 

ного . Поэтому 
1.1. 

(47) 

где l есть действительный или мнимый ноэффициент. 
Онончательные условия для псевдостатичесних поверх-
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(48) 

где Ф, 't'J, ер суть знаки фуниций, определяемых усло
виями ортогональности. 

Вопрос может быть реmён в форме более простой 
в случае волнообразного движения. 

Полагая 
Н<а. _ fP (р) · f2 (Р2) ) 
Н Н 1 - ~ (р) • ~1 (Р1) ' ~ 

Н1 _А; (р) • ~1 (Р1) j 
ННа - ~а (Р2) 

(49) 

(50) 

иы удовлетворим всем условиям, причём фуннции ер, 
ср2 , у остаются подчинёнными только условиям ортого
нальности. Здесь Н есть фуннция одного р. 

Рассмотрим частный случай. Пусть Н 2 = Н 1; из выра
жений ( 49) следует, что фуннции f 2 , ~1 не ·зависят 
от р2 , (J 1, т. е. суть постоянные. Последнее из выраже
ний (50) принимает вид: 

(51) 

отнуда 

(52) 
и 

А Q.(t+s V ~ ) В •( t-& V 6 
) (5З) R2 =-= - е µ. + - е µ • 

Н2 На 

Пусть величина а :мнимая и А = О; тогл;а 

R2 = :. cos " ( t - ; ) , (54) 
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где ш естЪ: спорость ра.оnрQстранения поперечных коле· 

баний. 
Наши выводы могут ~быть приложены к случаю 

сферичесних псевдостатических поверхностей. Пусть 

l - - \~-li1> 

~ == -;:- ' Р 1 = ~ со~ 11 ' (55) 

где р, р 1 , р 2 суть термометрически~ параметры сфер, кону
сов широты и меридиональных плоскостей; r есть радиус 
сферы, rр-широта, ф,-дол1~ота. Rроме того, имеем: 

r2 
Н=-, 

l 
Н1=Н2=ГСОS~. (56) 

Для колебаний, совершающих-ся по параллелям или 
по меридианам сферы, нах'Одим из (54): 

R1
} = в . ·cos ~(t- !.....) . (57) 

Ra r cos ~ . (1) 

Амплитуды колебан.ий становятся _бесконечно боль
шими ца полюсах сфер; на экваторе оuи наименьшие. 
Выражения ( 57) могут также представлять нолебания, 
распространяющиеся сферическими волнами между 
поверхностями двух конусов широты. 

Случ~и распространения плосними волнами колеба
ний, амплитуды коих различны в различных точках 
волны, решаются весьма просто для плосних ортого

нальных кривых, коих дифференциальные· парам-етры 
первого порядка равны. · · 

Вообразим себе в пространстве две бесконечно длин
ные, друг другу параллельные прямые А и А 1 • Пусть 
расстояние меiнду ними будет 2а и плосность ху к ним 
перпендинулярна. Если одна из этих линий притягивает, 

1 
а другая отталнивает по за кону r , где r есть перпен-

динулярное расст9лпие точни т от линии, которая 

на неё действует, то· поверхности равного потенциала 
будут цилиндры, п~р~~енающиеся под прямым углом 
с плоскостью ху и- дающие в пересечении круги па pa
Mf:t1pa и, уравненця н:о~х представ~яются формулой ( 147) 
rтатьи «Уравнения движения эцергии :В телах). 
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Ортогональные R ниk цилиндричесние поверхности 
с параметром v дают .в пересечении с плосностью ху 

нруги, которые проходят через точни сечения прямых 

с плосностью ху. Уравнения этих Rругов представJJЯются 
формулой (145) упомянутой выше статьи. 

Вообразим себе в среде постоянной упругости орто
гональную систему, Rоей параметры суть 

• 

p=z, ~1 =и. Р2 = v 
и 

Н=1, 

где, означая через тА, т_41 перпендинулярные ра<;стоя
ния наной-нибудъ точни т от прямых А и А1 , 

~ 2 =mA • тА1 • 

В среде может распространяться плосRая волна 
с поперечными колебаниями R 1 и R 2 , которые будут 
по формуле ( 54): · · 

(а) 

Если же прямые А и А 1 при~ягательные, то поверхно
сти равного потенциала будут цилиндры {J 1, ор'!огональ-. 
вые к плосности ух и дающие в сечении с нею Jiемни ... 
снаты. Ортогональные н ним поверхяости будут 
цилиндры р2 , проходящие через прямые А и А1 и даю
щие в сечении с плосностью ух равносторонние гипер.

болы (см. L а m е, J_;e~ons sur les coordonees curvilignes), 
Вообразим себе в среде постоянной упругости орто

гональную систему с параметрами 

Р = z, Р1' Р2; 
.. 

для нее 

' ' 

'Где· е 2 имеет ·то' ще значеIJие, как выше, ir R представ
ляет перпендинулярное расетояние ~очки in от линии О, 
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лежащей в одной плоскости с линиями 
:ходящей посередине между ними. 

А, А1 и про-

В среде возможна плоская волна с 
R 1, R2 , определяемыми по формуле (54): 

~: } = 
2:.R cos ri (t - : ) . 

колебаниями 

(Ь) 

Амплитуды :колебаний (а) и· ( Ь) становятся бесно
нечно большими на линиях А, А1 • Чтобы избегнуть 
этого случая, достаточно вообразить себе внутри среды 
две ограничивающие поверхности в форме двух прямых 
цилиндров,' обнимающих линии А и А1 • 

3. Общий тип неопределённых уравнений движе
ния частиц непрерывных сред. Неопределённые урав
нения движения частиц н~прерывной среды, на ното
рую не действуют внешние силы, имеют общую форму: 

d2u -) 
t' dt2 = х' 

1 d2v 
t' dt2 =У, ( 

(58) 

d2w 
~ dt2-==Z, J 

где Х, У, Z суть суммы производных по координатам 
от некоторых фуннций. Умножая эти выражения на с~о
рости частиц и', v', w', на элемент объёма dill и инте
грируя по всему объёму, занимаемому средой, мы выде
лим интеграцией по частям сумму членов, распростра
няющихся на поверхность среды. Эти члены будут 
иметь факторами скорости и', v', w', и их сумма пред
ставляет не что иное, каи ток энергии q~ через элемент 

поверхности. Следовательно, мы всегда можем предста
вить токи энергии в следующем виде: 

qx = Lx•u' + Lxyv' + Lж2W'' l 
qy ~ Afu·xu' + MyyV

1 + MyzW', J 

qz. = N x:ll
1 + Ny:r,V' + Nz.z.W'. 

(59) 



ПРИБАВЛЕНИЕ Н СТАТЬЕ «УРА.БИЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ» 217 

Для тел постоянней упру1,ости ноэффициенты L, М, N 
не зависят от сноростей, и между ними существуют 
соотношения: 

Lxy=Myx, (60) 

Для тел жидних ноэффициенты L, М, N зависят от 
сноростей, и между ними существуют соотношения: 

Lxx=Myy =Nzz, }. (Bf) 
Lxy __:_ Lzx =Мух= Му: = Nxz = Ny% =О. 

Для жидкости с трением L, М, N зависят от сно
рости, и между ними существуют соотношения (60). 

Выражения (59) занлючают в себе ещё целый ряд 
более общих случаев, из коих наждый представляет 
среду, обладающую известными физическими свойствами. 

Составим неопределённые уравнения движения частиц 
среды, для ноторой имеют место выражения (59). Най
денные нами уравнения будут, очевидно, типом неопре
делённых уравнений движения непрерывных сред при
роды. 

Выражение занона сохранения энергии для всей 
среды будет по (59): 

~ ~ ~ ~~ dю+ 
+ ~ ~ {u'[L""cos(nx)+M"11 cos(ny)+Nxzcos(nz)]+ 

+ v' [Lxy cos (пх) + М УУ cos (пу) + Ny1 cos (nz)] + 
+ w' [Lxzcos(nx) + My 1 cos(ny) + N:zz cos (nz)]} d' =О. (62) 

Но 
дЭ ~ (и' 2 + v' 2 + w' 2) " 
дt= 2 -оР, (63) 

где - оР есть потенциальная энергия элемента. 
d 

Знан dt в выражениях (58) представляет полную 

производную по времени; раскрывая эту последнюю 
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du dv dw , , / 
_и заменяя dt , dt , dt через и , v , w , находим: 

аи' ' ди 
1 + ' ди' + / ди 1 

х о l р дt +~и ах ~v ду ~w а;-- = ' 
дv' , дv' , дv' , дv' 

р дt + р~ - ах+ pv ау + pw az - У =О, } (64) 
дw' , дw' , дw' , дw' 1 
~а~+~и ax+rv ау +~w az -Z_=O. J 

. ди' 
Если перемещения ~алы, то члены и' ах и пр. отпа-

даюr, нан,. например, в случае упругого тела. 

Умножая выражения (64) на ои =и' dt, ov = v' dt, 
ow · w' dt, снладывая и интегрируя по всему протяже
нию тела, находим: 

с \ r ~р (u'2 + v'2 + w'2) 
J ) j 2 dm + 

+ ~ ~ ) И ри' :х (u'2 + v'2 + w'2) + . 
+ ~v' ~ (и' 2 + v' 2 + w' 2} + pw' !__ (и' 2 + v'2 + w'2) ] dш -

ау az 

·- ~ ~ ) t: :~ dю + И~ (Хи' + Yv' ! Zw') dю =0. (65) 

R этому выражению мы должны присоедuнить ещё 
уравнение сохранения вещества: 

др дри' apv' дрw' 
-;- at = ах + ау + az· (66) 

-

С помощью {66) и полагая 

u'2 + v'2 + w'2 = i2, 

выражение (65) преобразуется в следующее: 

) ~ ~ 8 р~• dю + ~ ~ ) ~ [ :х (pi2u') + 
+ !!_ (pi2v') + !._ (pi2w') J dm -

ду . az 

- ~) ~ (Хи' + Yv' + Zw') dю =0. (67) 
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С другой стороны, выражение (62) может быть Пред
ставлено в виде: 

~ ~ ~ 8 р~• dm - ~ ~ ~ OPdm + 

+ ~ ~ d-; {и' [Lr"cos (пх) +Mlixcos (пу) + N"z cos (nz)) + 

+ i:' [Lxy cos (пх) -t-Muu cos (пу) + Nzy cos (nz)] + 
+ w' [Lxz cos (nx) + М Yz cos ( пу) + Nz:z cos (nz)l} ==О. (68) 

' 

Второй троi'1ной интеграл IJь.~ражения (67) целином 
переходит в двойной интеграл по поверхности: 

· ~ ~ [ р~• zi' cos ( пх)+ p:-i:' cos ( пу)+ р~• w' cos ( nz) J d-;. (69) 

Отсюда занлючаем, ч~о второй тройной интеграл выра
жения ( и8) получается интегрированием по частям 

\ 

выраже~ия 

:_~И (Хи' + Yv' +Zw') dm = -S + V, (70) 

где S есть часть, приходящаяся на поверхность, а v"' 
~стъ .-·~ ~ ~ BPdm. Часть : S есть "равность двойного 
интеграла выражения (68) и двойного интеграла выра-
жения (69). Следовательно, 

,-S = ~ ~ d:i{ и' [ ( L""- P~")cos(nx) + Mu"cos(ny) + 

+ N., cos (nz) J + v' [ L"y сов (пх) + 
. 

( pi2) ] + Муы- 2 cos(ny)+Nuzcos(nz) + 

+ w' [ L"z cos (пх) + м Yz cos (пу) + 

+ ( N" - ~~·) cos (nz)] } : (71) 
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Отсюда очевидно: 

-Х=!_ [L _pi2] +aMu),+aNxz 
ах хх 2 ау az ' 

_у= aLxv + ~ [ М _ ri2 J + aN yz 
ах ау уу 2 az ' 

_z_aLxa + aMvz +_i [N _ pi
2 J - ах ау а z zz 2 • 

) 

~ 
1 
J 

(72) 

Следовательно, общий тип уравнений движения частиц 
сред есть 

-· dи' = i [ L _ pi
2 J + ам vx + aN xz \ 

' ~ dt ах хх 2 ау az ' 1 

_ dv' = aLxy + j_ [ М _ ?i
2

] + aN11• f ( 7З) ~ dt ах ау у у 2 az ' 1' 
_ dw' =aLжs+aM11 z +~ [N _Pi2

] 

р dt ах ду az zz 2 • J 
При этом изменение потенциальной энергии есть 

" { [ pi
2 J аи' av' aw' - оР = Lxx - 2 ах + Lxu ах + Lx: ах + 

аи' [ pi 2 J av' aw' 
+Ма::1 ау+ Muy-2 ау +Миz ау+ 

аи' av' [ pi2
] aw'} +Nx:az+N11%az + Nzz-2 az . (74) 

·t 
В случае движений весьма малых члены Р~ могут быть 
пренебрежены :кан величины вrrорого порядна. 

Найденные выше выражения дают нам возможность 
изыснивать среду, в ноторой движение энергии должно 
подчиняться данным занонам . 

.R приведу пример таного изыснания. Тепловые 
явления в телах твёрдых приписываются моленуляр
ным движениям, а следовательно, моленулярным силам. 

Решим вопрос, возможно ли объяснить явления тепло
проводности молену,лярными движениями одной непре
рывной среды, будет ли эта среда само твёрдое тело 
или пропинающий его эфир? 
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Плотность энергии в наждой точне среды представ-.. 
дяется произведением теплоемности при постоянном 

давлении с на плотность "тела (J и температуру V. Тони 
энергии суть тепловые тони, и, означая через К ноэф
фициент теплопроводности, имеем для изотропного тела: 

av av av 
qx =К дх ' qy =К ау ' q:z. -==К-

дz 

или 

к аэ к аэ к аэ 
(75) qx :::::;- ер ах ' qJ =ер ду ' q:z. =ер дz • 

" 

Следовательно, в исномой среде тони энергии про
nорциональны её производным по соответственным осям. 

Работа моленулярных сил, ногда последние не 
зависят от сноростей частиц, должна быть полным 
дифференциалом; следовательно, L, М, N должны 
представляться линейными фуннциями производных 
первого порядна по ноординатам от перемещений и, v, w 
частиц среды. По малости молекулярных тепловых 

'2 

движений член ? i
2 

может быть пренебрежён относи-

тельно L, М, N. Производная от Э по наной-нибудь 
ноординате, например по х, получится, дифференци
руя по х живую силу и прибавляя выражение - оР, 
в нотором и', l~', w' заменены через 

ди дv дw 

дх' дх' дх • 

В нашем случае неопределённые уравнения движе
ния удовлетворяются, полагая 

и=ea.tu 1 , v=e~ti· 1 , w=e-rtw1, (76) 

где сх, ~' у суть постоянные и и1 , v 1, w1 суть фуннции 
одних ноординат. Выражения (75) будут занлючать 
величины а.и, ~v, yw, которые исключатся из них при 
помощи неопределённых уравнений движения (73), 
в ноих левые части, :еследствие соотношений (76), 
будут а.2уи, ~ 2pv, y2t'w. 
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Полагая 
с 1 с 1 с 1 
-=- -=-,-=-, 
к~ К1 'К~ К2 К1 К3 

(77) 

первое из соотношений (75) представится в виде: 

a,2t1u [L~:х_ди] +~2rv [Lху_д~] +12rw[Lx1_дw] = 
к 1 дх к 'А дх к 3 дх 

д2и д2v д2w д2и д1v 
= Lжж ах2 + Lxy ах2 + Lxz дх2 + М xu дхду + М УУ дхду + 

д2w д2и д2v д2w 
+ М - + N + .iVн - + N - • (78) У.% дхду Х% дх дz ~z дхдz Z% дх дz 

-

а,2~и, ctэpv, a.2pw исключатся при помощи неопределён-

ных уравнений, которые будут занлючать в себе суммы 
вторых производных от перемещений по ноординатам, 

ног да в них будут подставлены величины L, М, N. 
Обращая внимание на то, что по условию все rри на
правления, принятые за направления осей :координат, 
имеют одинаковые физичесние свойства и изменение 
моленулярной работы должно быть полным дифферен
циалом, мы найдём для L, М, N следующие выражения: 

L аи саи аи) cav aw) жх =а дх + aJ ду + дz + а2 дх + дх + 
(дv дw) (дv дw ) 

+аз ау+ дz + а4 дz + ду ' 

М0 у =а- +а1 -+- +а') -+- + дv cav дv) саи дw) 
ау дх д z ... ду ду 

(ди дw) саи ..L дw) + аз дх + дz + а4 дz • дх ' 

дw (дw a~v) cav ди) 
JVzz =а az + ai ау + дх + а2 дz + дz + 

( дv ди) cav ди) + а3 ау + дх + а4 дх + ду , 

ди аи аи av 
Lyx = а2 ах+ Ь 1 ду + Ь2 а::.+ Ьз ах+ 

дv . дv дw дw д w + ala-+ bsa-+ Ьв .L--д + Ь1а- + а4а-' 
у z х , у z 
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t (79) 

J 
В эти выражения входят одиннадцать постоянных :коэф" 
фициентов. Выражение (78) и два подобных, соответ
ствующих двум последним выражениям (75), должны тоiн
дественно удовлетворяться приведёнными величинами 
упругих сил .. Приравнивая нулю в выражении (78) 
коэффициенты у вторых производных, не входящих ... .. 
во вторую часть, мы наидем следующие_ условия, озна-

чая через А.' л 1 два постоянных: 

) 

(80) 

1 
J 
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Из двух последних соотношений находим: 

Л.=Л 1 =1, 
а= а2 = Ь3 = Ь6 , 

а1 =аз= Ь1. 
(81) 

Первое из соотношений (80) содержит первые про
изводные от перемещений по 1\оординатам. Приравни
вая в нём нулю :коэффициенты при одина:ковых произ
водных и обращая внимание на равенства {81), найдём: 

а1 = а3 = а4 = Ь1 = Ь2 = Ь5 = Ь7 , l 
а= а2 = Ь3 = Ь6 , 

с 1 1 1 '\ \ 
а 1 --- + - +-) =О, r 

К1 Ка Кз 1 

( 1 1 1) а -- + - -f- - - 1 =О. J 
К1 К2 Кз 

(82) 

Если а1 не равно нулю, то последнее из этих выра
жениi'1 даст 1 ==О, что невозможно; следовательно, а 1 
и все равные ему ноэффициенты суть нули. Вместо 
одиннадцати ноэффициентов мы находим тольно один а, 
ноторому равны а2 , Ь3 , Ь6 , остальные ноэффициенты 
суть нули. 

где 

Поэтому выражения (79) приведутся и форме: 

LxY = Lxz = Lxx = а:; ' 
М"у =М,у =Muu = aU, 
Nxz = Ny% = Nzz =а~;, 

s=и+v+w. 

) 

~ 
1 
) 

Неопределённые уравнения движения будут: 

(83) 

(84) 

(85) 
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Обращая внимание на последнее из соотношений (82)" 
условие (78) п два ему подобных будут с:Iед) ющпе: 

(86) 

где h есть дифференциальный параметр первого порядна 
от фуннции s. 

Выражения (86) содержат одно тольно постоянное 
и несколько различных производных от s. Они не могут, 
следовательно, то1ндественно удовлетворяться, не давая 

в то же время услов:иii для движения сверх тех, 
Rоторые даются неопределёнными уравнениями 
движения. 

Этот результат даёт нам право сделать заилючение, 
что соотношения (75) даже приблизительно не выпол
няются одной непрерывной средой. Объяснение тепловых 
явлений в телах тnё рдых мы долн\ны исиать в моле
иулярных движениях по ирайней мере двух взаим
но проникающихся и воздействующих друг на дру
га сред. 

Такая среда, 
пропорциональны 

можна. 

в иоторой токи энергии были бы 
.., 

производным от живои силы, воз-

Выражение 
и тоRи энергии 

живой силы по 

(7 4) будет полным дифференциа;~ом, 
будут пропорцпональны производным от 
соответственным ноординатам, если 

ди ди v ди ) Lхж =а -- ' Мху== аду, 1 xz =а дz' ах 

1 дv м дv дv 
Lx·1 ==а ах' УУ =аду, Nzu ==а дz' \ (87) .J 

дw дw А~ aw 1 
L:c~ =а дх' Myz =аду, '=z =а дz. J 

15 Н. А. У.чов 
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Vравнения движения в таиой среде будут: 

d2v 
rJ - = ад2 v, 
г dt2 

Легно отысl-\ать тание выражения для L, М, N, при 
которых оР =О. 
Выражения тоRов энергии, пред:~оженные в статье 

.:Уравнения движения энергии в телах» для неноторых 
случаев взаимодействия на ионечных расстояниях, 

'-' '-' 

должны служить исходнои точнои при изыснании сред, 

в ноторых · они были бы возможны. Такое изыскание 
может быть произведено тольно при помоп~и формул 
настоящего параграфа. 



' ·---------

ОПЫТ ИССt)1ЕДОВАНИЯ МАГНИТНЫХ ОБРАЗОВ 

ЗЕМНОГО МАГНЕТИЗМА 1) 

В последние годы неоднонратно ставилась задача 
построения действительной nартины земного магне
тизма. Эта задача решалась те:м, что за действите~1ьное 
распределение принималось то, l\.оторое имеет равно

:\:fерно намагниченный шар, или же то, ноторое полу
чается вычислением средних значений для параллелей. 

Что насается первого решения, то оно является 
тольно первым приближением. ~lожно танже поназать, 
что оно способно объяснить лишь одну из причин зем-· 
ного магнетизма. Помимо этого, та1~ое решение не исклю
чает возможности существования :каного-либо обще
го занона; кроме того, ряд других занономерностей 
земного магнетизма остаётся невыясненным и объяс-

u 

няется толь но с точни зрения аномальных явлении. 

~1етод второго решения заимствован из метеорологии 
и, очевидно, приводит н таному распреде:rению, которое 

может топьnо ус:rовно еоответствовать действительности. 
Образование средних значенлii д:1я пapa:r:1e:iei'I иснлю
чает от:к:тононие от деiiствите;~ьного образа то:~ько вдо;1ь 

них, но сохраняет от.к;тонения в перпенди:кулярных 

направлениях. Та.кой метод, с точ1~и зрения исследо
вания занонов земного магнетизма, может дать толь.ко 

отрывочные сведения о магнитном образе, который 

1) Впервые напечатано в IЗu 1letin de la Societe Irnperiale 
des Naturalistes de Moscou, ·1902, стр. 1. (При.и. ред.) 

15* 
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харантеризует наиболее значительную часть магнит

ных явлений земли. 
Различным общим причинам земного магнетизма 

должны соответствовать строгие занономерности, ното

рые под воздействием местных условий (лонаJiьные 
влияния) будут испытывать большие или меньшие 
отнлонения. Вопрос о нахождении магнитных образов 
таного рода оста ётсн открытым, и для его решен ин 

необходимо установить принцип, ноторый нашёл бы 
своё подтверждение в опытах. Настоящая работа имеет 
своей целью найти таной принцип, основанный на ис
пользовании математичесной теории бессмертного Гаус
са. Физичесному анализу причин земного магнетизма 
должен предшествовать ана:rитичесний отбор магнит
ных образов. IIоэтому необходимо придерживаться 
метода раз.Jiо.tненин в рнд потенциала произвольно 

намагниченного шара, чтобы из данного разложения 
получить необходимые признани длн вышеуназанного 
отбора. 

Принято считать, что известное разложение в ряд 
отображает тольно общие свойства потенциала, в осталь
ном же нвлнетсн совершенно произвольным. Более 
подробный анализ по называет, что дело обстоит иначе. 
Оназываетсн, разложение n рнд содержит члены, ното
рые, несмотря на произвольный выбор ноэффициентов, 
обладают вполне определёнными и за ранее устано
вленными свойствами, выступающими не при любом 
распределении. Но существуют и тание связанные 
группы членов, :которые выступают при любом данном 
распределении. При этом мо.rнет быть найдено аналити
чесное выражение, дающее возможность найти основ
ной принцип распреде:~енин, исходя из значений 
:коэффициентов, полученных опытным путём. Первая 
часть этой работы посвящена введению в упомянутое 
выше исследование. Вторая час.ть содержит само 
исследование. Третья применяет результаты исследо
вания к явлениям земного магнетизма. 
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ЧАСТЬ ПЕРВАЯ 

Гл а в а 1. ВВЕДЕНИЕ 

§ 1. Определение образа. В этом разделе пояс
няются те nризнани магнитного образа, ноторые, нан 

мы в дальнейшем увидим, дадут возможнос~ь пред
ставить любое магнитное распределение через ряд 
элементарных. 

F 

Рис. 1. 

Пусть для наждой точни поверхности шара задан 
неноторый вен тор. Я ставлю задачу отыснания точи и 
пересечения одного из заданных венторов с произ

вольной плосностью, рассекающей шар. Через D обозна
чена точна поверхности шара радиуса R. М- произ
вольная плосность, перпендинулярная чертежу. За 
направление оси шара мы принимаем прямую л-:-s, 
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перпендинулярную ппосnости М. От неё мы будем 
отсчитывать уг:~ы и, образованные с радпусом шара. 

Вообразим себе систему меридианов и пapa:r.:ie:ieй, 
для ноторых прямая N S яв:~яется осью. Да.:~ее, мы 
обозначим через Х, У, Z состав:тяющие вентора в точне D 
по направ:~ениям дугп мерп;J,иана, пара.1:1е:пr п r а
диуса О D. За положительное направ::rение состав:~я ю
щей Х принимается направ:rсние в сторону N. У по
ложите:~ьно в направ:тен пп против движения часо-

u ~ 

вои стрелни с точни зрения наu:тюдате:rя, смотрящего 

вдоль SN .. Состав:тяющая Z по:тожите.1ьна, ес:тп она 
направлена в сторону центра шара. 

По:тожение п:~осности М и пара:~.1е:1и, :тежащеii 
в этой п;rосГ\ости, задаётся уг:том и 1 . Yi-o:r и опре
деляет положение той пapa.:i:re:rи, которая проходит 
через точку D. Пусть DB - направ:~ение меридиона:~ь
ной составляющей вектора в точ1-\е D. Обозначим 
угол BDO через s. Тогда очевидно: 

х 
tge==z-· (1) 

Расстояние АВ между точноi'I пересечения вентора 
DB с плос:Rостью М и прямой N S обозначим через р. 
Тогда мы имеем: 

Таи нан 

то 

р = АС-ВС =АО. tgu-BC. 

АО =R cos U1 = (R-DC) cos и, 

DC =- R (cos и - cos и1 ) • 

cos и 

Далее, из треуrоJiьнина ВС D имеем: 
ВС sin s 

DC cos(:; +и) ' 

откуда, используя соотношение (с), 

BC=DC sin; = _Rsin;(cosu 1 -cosu) 
cos(E +и) cos (€+и) cos и 

(а) 

(Ь) 

(с) 

( d) 
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Вставляя найденные значения для ВС и АО из (Ь) 
в выражение (а), получим: 

R t + R sin s (cos и1 - cos и) 
р = cos и 1 • g и cos и . cos ( s + и) • 

С помощью несложных преобразований эти формулы 
можно привести н виду: 

R [ . 2 tg 3 ( cos U1 - cos и) ] 
Р == ~os и · sin и sin и · cos Ui + ctg и - tg е ' (I) 

R [ . х ( cos U1 - cos и) ] r1= s1nucosu1+ . 
COS U Z COS и - Х Slll и ' 

(Il) 

_ R (Х cos и+ Z sin и) cos и1 - Х 
Р - Z cos и - Х sin и • (II') 

Величины р, определённые та ним способом для всех 
венторов одной и той же параллели, образуют радиус
венторы некоторой нривой, которую можно сч}J:тать ото
бражением данной онружности на плоскость М. 

Формула (II') показывает, что для и= ; , т. е. в слу

чае энваториальной плоскости, величина р имеет нонеч
ное значение. 

Если угол и взять произвольно, например и= и1 , 
то 

т. е. параллель совпадает со своим изображением, не
зависимо от законов распределения векторов. Это не будет 
иметь места, если для случая и= и1 выполняются усло
вия: 

r. е. если составляющая вектора в направлении, перпен

цикулярном плоскости параллели и 1 , равна "нулю, или 

ж-е векторы точен онружности и1 лежат в ее nлосности. 
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Тогда согласно (11) имеем: 

R . о 
р= s1nи 1 + 0 , 

.. 
и р может принимать определенные, для различных 

точен параллели разные значенпя. Та:кп~1 образом, мы 
получаем на плоскости М изобраiнение поверхности 
шара, зависящее (;Т распределения векторов на шаро

вой поверхности. Плоскость М, обладающую таним свой
ством и совпадающую с плосностью параллели и 1 , я буду 

в дальнейшем для простоты обозначать просто qерез u1• 

Далее, я принимаю в Rачестве образа, принадлежа
щего плосностп и 1, такое распределение вен:торов, при 

нотором венторы точен соответствующей пара:~лели леi-нат 
в плоскости этой онружности. Угол и 1 я назову нрити-

1t 
чесним у.глом образа, его дополнение до 2 - нритиче-

сной широтой и плоскость нритичссной параллели - нри
тической ПЛОСRОСТЬЮ. 

Возможно существование образов. обладающих несноль
ними нритиqескими плоскостями. Формулы (I) и (II) дона
зывают, что критическими плоскостями об раза явля
ются те, на которые воз.моJи::но отобразить об раз 
непрерывным, т. е. совершенным путем. 

§ 2. Выделение образа Из распределения векто
ров. Вообразим себе на поверхности шара неноторое 
распределение венторов. Допустим, что оно представляет 
накой-то образ ( определённый в вышеуназанном смысле), 
искажённый в силу наних-либо причин. Таи нак образ 
характеризуется уравнением (III), то нужно ожидатъ, 
что мы придём н ряду лежащих близно друг от друга 
параллельных плосностей, ноторые замечательны тем, 
что для ряда точек пересечения этих плоскостей с по

верхноrтью шара нормальная составляющая вентора 

равна нулю. При этом Rритичесная плосl\ость распре
деления совпа~ает с одной из этих плоскостей. 

Пусть Х и Z - составляющие образа; составляющие 
данного распределения пусть будут Х + оХ, Z + az, 
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где оХ, оZ-малые величины. Изображение распреде
ления на нритической плосности на основании фор
мулы (II) даётся следующим выражением: 

- R cos U1 • COSU1 
[ 

( х + ~ ... У) с 1 - cos и ) ] 

р- cosu sinu + (L.:+oh) cosu-(X-t ~.У) sinu • (2) 

_ При и= и 1 второй член в нвадратной скобне обра
щается в нуль и величина р становится равной радиусу 
нритичесной онружности. . 

Для случая, 1~огда угол и отличается от и 1 на неболь
шую величину ди 1 , выражение (2) принимает следую-

._. 

ЩIПI ВИД: 

R cos U1 

~ == cos и х 

Х [sin и - !}__ 

ди 

( Х + ~Х) tg и1 • Ли1 ] 

(Zcos и-Х sin и) Ли1+(~Zсоsи 1-~ ... У sin и1) • 

(3) 

Легно видеть, что мы получим множество значений 
угла !J и 1 в зависимости от положения точни на нрити

чесной параллели, ддя ноторого знаменатель второго 
члена в выражении (3-) обращается в нуль; при этом 
получается р = оо. Таним образом, в рассматриваемом 
случае существует бесчисленное множество параллелей, 
расположенных вблизи нритичесной параллели, боль
·mее или меньшее число 'J'очен ноторых отображается 
на нритическую плосность в виде бесконечно удалённых 
точен. 

Из этих рассуждений с:rедует: если при отображении 
наиого-нибудь распределения венторов по формуле (Il) 
мы находим таную плоскость и 1 , на ноторую в виде 

беснонечно удалённых точен отображается большее или 
меньшее число точен параллелей, лежащих вб.:т1изи 
nлосности и 1, то плосность и 1 является нритичесной 
-плосностью образа, снрытого в данном распределении. 
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§ 3. У совершенствование отображения. До сих 
пор мы не принимали во внимание составляющую У. 

Проведём в плос:кости и 1 перпенди:куляр :к прямой 
АВ. Найдём на нём в направлении составляющей У 
таную точку В 1, чтобы 

ВВ1 _ У 
- - =tgq, 
BD - у x2+z2 

где угол q определяет на:клон вентора точниD н мери
диональной плосности этой точки. 

Из треугольни:ка BCD, применяя формулу (d) пер
вого параг.рафа, найдём: 

вв = R cos и - cos U1 t . 
1 cos(u+s) gq (IV) 

Точна В 1 ян:1яется полным венто рным изображением 
точки D на п:~осности и 1 • Для нритической плосности 

1t 
у нас cos и== cos и 1 и и+ z = 2 . Тогда величина ВВ1 

о 
превратится в выражение вида 

0 
, :которое, однано, 

должно будет иметь определённый смысл. 
Теперь представим себе два отображения на нрити

чесную плось:ость: одно - отображение образа, другое -
данного распределения венторов. Пусть В1 и В~ будут 
двумя точ:нами отображений, соответствующих одной 
и той же точке параллели; тогда прямая в~в унажет 
отклонение распределения от образа. 

§ 4. Образы равномерного вамагиичиваuия. 
В :качестве примера применим разобранные выше 
методы н отображению равномерно намагниченного шара. 

Внешний потенцпал такого шара выражается таи: 

вз 
V = -А-2 cos и, r 

где R- радиус шара, r - расстояние от центра шара 
до точки, располоЖенной вне его. Обозначим через ~ 
направление, параллельное оси щара и положительное 
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в северном направ:~ении. Пусть эти:м направлением 
будет ON (рис .1). Тогда д:Jя соrтав~1яющей в направ-

" лении ;; на поверхности шара мы имеем: 

- av 
е = - а.; = AR ( 1- 3 cos 2 и). (4) 

Эта составляющая обращается в нуль для значений: 

1 . у2 
COSU1= ± r~, SlllU1= -

3 
. 

Jt 3 
(5) 

Это распределение, следовательно, имеет две нрити
чесние плоскости, ноторые лежат по обе стороны энва
ториальной плосности и определяются углами: 

{ 
54 °44'8" 2 

и= 125015' 51:' ,8 или rp = ± 35°15' 51" ,8, 

где ~ - широта. Эти иритичесние углы и я в дальней
шем буду всегда обозначать через ис. 

Далее, таи нан 

1 av в2 . 
Х= -~--=-А -s1nu 

R ди r2 

и 

av 2AR3 z = --~ = - cos и ar r3 
' 

то по формуле (1) 

Согласно (III) для нритичесной плосности 

tg Зl = ctg Uc. 

Сопоставление (6) и (7) приводит нас н 

1 
ctg Uc =2 tg Uc, 

(6) 

(7) 
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от нуда 

(8) 
что совпадает с ( 5). 

Необходимо подчерннуть, что для полученных выше 
нритических плосностеn рассматриваемое распределение 
яnляется не единственным. 

Итан, для отображения распределения нрм необхо
димы две плосности и 1 , расположенные на равных рас

стояниях по обе стороны экваториальной плосности. 
На одну из них отображается одно полушарие, на дру
гую - второе. Для южного полушария имеем (рис. 1) 
угол OD 1F=s, угол АОН=и1 • Отображение точни D1 

строится по тем же правилам, что и отображение 
точни D. При этом оба отобра1-кения получаются иден
тичными, тан нан при одновременном изменении знанов 

величин tg s 1 , ct g и 1 , cos и, cos и 1 анани у членов урав

нения (1) сохраняются. Поэтому можно ограничиться 
нахождением одного отображения. 

Преобразуем уравнение (I), чтобы неопределённость 
исчезла. С помощью формул (5), (6), (8) мы получим: 

R [sin, и .tg и ( Jз - cos и)] 
= cos и · sin и у 3 + __ 2_c___,tg_u_~_tg_u_ ' 

или 

R [- . 2 + sin 2 и (1--("3 · cos и) 
р = _ Slll и 2 • 

2 уз cos и . sin и 2 cos и - s1n и ] ' 
или 

1-

р _ R sin и [ 1_1-1' 3 cos и J 
- уЗ cos и 1 - 3 cos2 и ' 

от нуда 

р :== _R_si_n_и_ [ 1 _ 1 J 
-(з cos и 1 + ".rз cos и 

и онончательно 

R · sin и 
р --= • 

1 + t1з cos и 
(IV*) 
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Отображением нритичесной параллели будет тоже 
параллель, с радиусом, равным половине радиуса 

.., 
исходнои параллели: 

Rsinuc R 
Ре ::u -2- = -(б . (9) 

Мы приходим и впо:~не соверmенному непрерывному 
отобра1кению поверхности шара на две параллельные 
плоскости. Отображение нритичесной парал;1ели делит 
нритичесную плоскость на две части. fla внутренней 
части изображается тэ. часть поверхности полушария, 
ноторая ле1нит над нритг:.чесной параллелью. На внеш
нюю часть отоG ра1нается та часть поверхности полу
шария, :которая заr~лючена ме.rнду нритичесной парал
лелью и экваториальне.й: плосностью. Следующая таб
лица содер.rнит значение радиусов нругов, ноторые слу

жат отображением параллелей и ноторым соответствуют 
углы и. При этом берJтся R = 100. 

Таблица I 

и р и р 

11 
1 

оо 
100 

о Uc ~ =40,825=Рс 

6,4 11 

Vб 
10° 
20° 13,0 1 60° 46,4 
30° 20 'о \ '70° 59,2 
40° 27,6 1 80° 75,8 
50J 36,2 1 90° 100,0 

Ни1не мы разъясним причины, :которые привели 
:к отобра1ненпю нашей земной поnерхности с помощью 
этих новых географичесr'\их ноординат. Схема III 
поназывает нам отображение северного полушария, 
а схема V - южного полушария на соответствующие 
нритичесние плосности 1). 

1) Схемы см. в нонце нниги. (l/рим. ред.) 
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Глава II. ИССЛЕДОВАНИЕ РАСПРЕДЕдЕНИЛ 

ЗЕМНОГО МАГНЕТИЗМА 

§ 5. Определениеобщеrообраза земного магнетизма. 
Ясно, что просте:Ишиii вид отображения распредепе
ния венторов будет тогда, nогда мы на nритичесних 
п;~осностях по:~учпм нартину равномерную и совпа

дающую в общих чертах с распреде:~ением венторов. 

Поэтому требуеtся отыснать таноii общпй образ для 
с.т~учая земного магнетизма. С:~едуя методу, из:~ожен
ному в § 2, нам необходимо найти таное направление, 
чтобы ряn близних перпендпну.т~ярных этому направле
нию плосностей де:тп::.r поверхность земли на отде:~ьные 
зоны, в ноторых состаn:тя1ощие всf\торов по избранному 
направлению меняли бы свои знани. 

Попытна выбрать в начестве таного направления 
ось зем:пr яв;.~яется естественной и близной к истине. 
На схеме 1, содержащей мернаторсную проенцию зем-... 
пои поверхности, представлены значения ряда точен 

е-составляющих венторов, проведённых параллельно 
оси земли. Эти значения относятся н 1885 г. и выра
жаются в 0,001 единиц CGS. Они составлены на осно
вании численного материа:та, приведённого в работе 
профессора Лейста «0 географичесном распределении 
нормального и аномального геомагнетизма», ~1оснва, 
1899 г. Все данные по геомагнетизму заимствованы 
мною из этой работы ввиду тщательности обработни 
автором всех материалов. Географичесная долгота 
исчисляется от Гринвича. 

Ломаной линией по обе стороны энватора отмечена 
область, в ноторой состав:тяющая е яв:тяется по;rожи
тельноii, т. е. направ;.~ена на север. Вне этой об:1аст11 
состав;~яюrцая ~ отрицате:тьна, на границе равна нулю. 
Между широтами ± 30° и ± 40° заключены значения, 
вычисленные для пара;~::юлей ис. 

Мы видим, таним образом, что между северными 
широтами 30 и 40? составляющая ~ становится равной 
нулю на дуге примерно в 300° и между широтами 25 
и 30° - на дуге в 60°. В южном полушарии эта соста-



1

1 

180 \У 
170 

' 160 

1 150 
140 
130 
120 
110 
100 

90 
80 
70 

1 60 
50 
40 
30 
20 
10 \V 
о 

10 Е 
20 
эо 
40 
50 
60 
70 
80 
90 

100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 Е 

Сенернап широта Значения ; 

70 60 50 40 

[ -0,4991 -0,346
1

1-0,191 -0,03'1 
- 523 ' - 365 - 212 - 48 

1 - 528 i - 384 - 234 - 64 

30 

+о,оз5 / +0,105 
+ 22 + 93 
+ 7 + 79 

20 10 

+О,230 ' +0,322 
+ 218 j + 318 
+ 212 " + 314 

+О,365 
360 

+ 357 
' - 5271-- 416 - 261 - 84 
1 - 530 - 439 - 288 - 103 

- 558 - 473 - 317 - 122 
i - 664 1 - 502 - 341 - 155 

- 6761 - 515 - 378 - 180 
' -- 806 - 540 -- 396 - 202 

- 6 + 71 
- 20 + 63 
- 35 + 52 
-- 55 + 44 
- 76 + 28 
-- 93 + 15 

- 673 1 - 484 - 400 - 219 - 1091-

+ 207 1 + 310 + 352 
+ 205 + 309 + 34 7 
+ 2071 + 314 + 348 
+ 208 + 323 + 354 
+ 205 ' + 323 + 356 
+ 198 ' + 321 т 354 
+ 191 + 314 + 347 

337 
320 
306 
300 
292 
283 
276 
277 
281 
287 
293 

1 - 639 - 445 - 386 - 225 - 119 - 14 
27 
31 
28 

+ 176 + 238 + 
- 608 -- 477 - 389 - 227 - 127 -

' - 577 - 474 - 369 - 211 - 121 1-
1 -- ;;43 - 447 -- 340 - 198 113 -

- 515 - 409 - - 310 - 1671- 92 -
- 489 - 396 - 231 - 1l3 = 72 -

17 
1 

+ 161 + 276 + 
+ 147 + 259 + 
+ 133 + 251 + 
+ 129 + 249 + 
+ 136 + 243 + 

- 463 -- 371, - 258 - 116 - 471 + 
- 445 - 344 -- 230 - 97 -- 24 + 

21 + 155 
48 + 181 

+ 248 
+ 274 

+ - 428 - 327 - 214 - 74 + 2 + 79 + 210 
- 1,\6 - 316 - 201 

190 -- 411 - 316 -
- 325 - 187 -!- ш 

-- 412 - 333 - 184 -
- 1,34 - 452 - 196 -
- 446 - 363 -- 213 -
- 477 - 379 - 221 -
- 504 - 393 - 233 -
- 512 - 401 - 241 -
- 503 - 401, - 254 -
- 496 - 407 - 272 -
- 502 - 398 - 255 -
- 494 " - 387 - 246 -
- 488 ' - 375 - 224 -
- 491 - 358 - 199 1 --

- 485 - 341 1 - 184 i -
- 488 - 336 - 179 ' -
- 499 - 346 1 - 191 -

53 + 25 + 101, 
39 + 41 + 122 

+ 232 
+ 257 

51 + 133 + 264 
58 + 142 + 276 
59 + 147 + 285 

+ 
+ 

31 + 
26 + 
29 + 
36 + 
42 + 
1,9 + 
58 + 
61 + 
69 + 
61 + 
52 + 
33 + 
19 
15 
18 
34 

+ 
+ 
+ 
+ 

+ 
+ 
+ 

56 + 148 + 291 + 
52 + 14 7 + 299 + 
45 + 139 + 303 + 
36 + 131 + 296 + 
35 + 132 + 287 + 
29 + 127 + 278 + 
33 + 127 + 271 + 
38 + 128 + 266 + 
48 + 130 + 262 + 
58 + 136 + 257 
59 + 133 + 251 
51 + 121 1 + 242 
35 + 105 ' + 230 

+ 
+ 
+ 
+ 

287 
304 
312 
323 
331 
337 
31,7 
357 
369 
377 
371 
368 
364 
356 
351 
343 
336 
328 
322 

+ 
+ 
+ 
+ 
+ 
+ 300 
+ 309 
+ 320 
+ 330 
+ 341 
+ 353 
+ 366 
+ 376 
+ 382 
+ 331, 
+ 383 
+ 381 
+ 373 
+ 363 
+ 364 
+ 365 

Южнnп широта 

10 20 :ю 40 1 50 
1 

60 70 

+о,з31 li +о,22з I +О,0581-0,037 
1
! -0,132 / --о,31? 

1
l ___ o,s201-О,684 

+ 331 + 229 + 72 20 - 111 1 - 298 1 - - 508 1 - 680 
+ 330 1 + 2321' + 79 - 9 1 =- 97 1 - 271 1-- t,99 - 672 
+ 324 1 + 229 + 83 1 + о --- 83 -- 252 - 467 - 638 

t ш 1 ~ ш 1 t i~ 1 t :~ = ~~ 1

1 = ш ~ ш = i~~ + 315 + 229 + 102 ' + 27 - 48 - 213 - 401 - 572 
+ 317 + 233 + 1141 + 42 - 29 ! - 192 - 369 - 551 
т 315 + 235 1 + 128 + б1 - 6 1 - 162 - 342 - 503 

! ~~! 1 ш ! ш 
1
· f :~~ 

1

1 f ~~ = 
1

П = ш = ш + 2~7 + 239 + 173 + 131 + 89 - 2;) - 175 - 368 
+ 278 + 230 + 166 ' + 124 + 83 - 26 - 168 - 339 
+ 263 + 212 + 146 i + 105 ,+ 64 -- 39 - 169 - 340 
+ 2!,6 + 190 + 121 1 + 79 1 + 37 - 63 - 189 - 335 
+ 232 + 164 + ~8 : + 47 1 + 6 - 89 - 209 - 347 
+ 222 + 140 + 61 1 + 20 1 - 21 - 117 - 227 - 356 
+ 222 + 122 + 331 - 11 - 54 - 145 - 247 - 370 
+ 210 + 111 + 15 - 31 - 77 - 169 - 276 - 384 
+ 210 + 104 - 3 -- 51 - 99 -- 198 - 295 - 414 
+ 217 + 100 - 16 - 86 - 124 - 221 - 330 - 428 
+ 225 + 102 - 26 - 83 - 139 - 248 - 343 - 450 
+ 21,0 + 110 - 28 - 91 - 154 - 268 - 367 - 464 
+ 253 + 119 - 27 - 96 - 165 - 287 - 395 - 486 
+ 270 + 130 - 26 - 99 - 172 - 297 - 437 - 512 
+ 285 + 142 - 23 - 103 - 183 - 337 - 467 - 520 
+ 301 + 157 - 21 i - 108 - 19!. - 357 - 497 - 571 
+ 313 + 169 - 20 ! - 110 - 200 - 392 - 529 - 603 
+ 320 + 177 - 14 - 111 - 208 - 407 - 521 - 552 
+ 325 + 187 - 13 1 - 113 - 212 - 408 - 488 - 389 
+ 324 _,_ 193 - 6 ' - 108 - 210 - 402 517 - 408 

-i-. 3R3 -t- 198 + 7 - 91 1- 188 - 3921 = 483 - 615 + 322 + 209 + 24 - 76 - 176 - 381 - 497 - 679 
+ :126 + 216 + 40 - 60 1 - 160 - 342 - 517 - 682 
+ 331 + 223 + 38 - 371- 132 1 - 317 1 - 520 - 684 
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вллющая принимает значение нуль между 30 и 40:) 
на дуге в 165°, между 40 и 50° - на дуге в 80° и между 
20 и 30° - на дуге в 115°. Тани~ образом, значения 
е = о распо:~ожены вблизи пара:т:те.1е1I, опреде::rяемых 
широтами ер= ± 35°15' 51" ,8. Из этих резуаьтатов можно 

,,... 
сделать с:~едующее за1-\.1ючение: основным ооразом 

земного магнетизма ягляется тот, д:тя ноторого нритп

чес.кие плосl-\ости совпадают с 1.;рптичес f-\IIMИ п:rосно

стями равномерно намагниченного шара, магнитная 

ось ноторого совпадает с осью земли. Однако не нужно 
этот вывод понимать таи, что основной образ зе:м:нсго 
магнетизма совпадает с образом равномерно намагни
ченного шара. 

Чтобы избежать наних-либо неясностей, значения 
д.1я е даны ещё в таблице II. 

Для большего подтвер.1ндения сделанного выше 
вывода я привожу из работы профессора t_,ТJeiicтa та-

V :р 
блицу средних значений величины R для ряда параJJ--

лелей. V р обозначает среднее значение магнитного по
тенциала земли на её поверхности на широте ~; R -
радиус земли. 

У множим эти числа на 300 и, взяв за единицу изме
рения миллиметр, нанесём полученные таким образом 
длины на прямые, проведённые из точни О (схема 11) 
между значениями 10 и 10°. Н:онцы этих линий соеди
ним прямыми. Тогда мы увидим, что построенные та
ним образом для северного и южного полушарий мно
гоугольнини весьма близио совпадают с двумя онруж
ностями, центры ноторых лежат в точl-\ах 0 1 и 0 2 • 

При этом точна О распо;тоJнена на линии центров 0 10 2 , 

определяющей направление земной оси. Нетрудно 
заметить, что нонцы нанесённых длин, имеющих с осью 

земли общу10 точну О, лежат почти что на онруiнности. 
И тан, для северного полушария мы имеем: 

r == 2 · 001 cos и, 
а для южного 

r = - 2 . oo'l cos и. 
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Следовательно, потенциал V :р б~1изон I\ потенциалу 
равномерно намагниченного шара. 

Таблица 111 

1 

Север- v., Южная v~ i 
нан 

1 . -
широта 

широта R R 
1 

90° 0,3033 90° -0,3085 
80 3004 80 - 3036 
70 29t\7 70 - 2gq5 
60 273!1 60 - 26721 
50 2466 50 - 2376 
40 2099 40 - 2020 ! 
30 16~~8 30 - 1606 

1 

20 1103 20 - 113? 1 

10 
\ 

0528 10 - 0618 i 
1 

оо . . -0, ,)056 1 . i 
1 

У назанные в схеме I значения составляющей ~ на 
пара.т~лелях ас должны соответствовать другим обра
зам, чем найденные, ибо для последних эти значения 
долл-\ны быть равны нулю. 

§ 6. Отображения распределения зсмнОl'о магне
тизма. Предыдущие рассуждения приводят нас н вы
воду, что наивыгоднейшее отображение получается на 
Rритичесних плоскостях, задаваемых следующими зна

чениями (§ 4): 

1 
cos ис = ± ----r=- ' 

;t 3 V
-

. 2 
Slll llc === 3, 

Та:кое отображение мы мо;ксм осуществить, если в 
формулы (II') п (IV) подставим значение cos и 1 = cos ис = 

1 - ±УЗ и значенnя составляющих Х~ У, Z земного 
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магнетизма. Тогда из формулы (II') получим: 
R ±(Х cosu+Zsin и)- ху3 

[J =:::: у3 Z cos и - Х siн и • (if) 

Здесь знан + берётся д;~я северного и знан -
берётся для южного полушария. 

Однано схемы III, IV, V состав:~ены не с помощью 
таних вычпс:rениil, а на основанип геометричесних 
построений, сде:танных для· 15 парал:те:1ей на 36 мер и" 
диональных плосностях. Таним способом мы по:~учили 
изображение из 540 точек для параллелей, лежащих 
oнoJro 70° широты с отнлонениями в 10° по широте 
и долготе. 

Нанесенные на схемах значения онрул<ностей отно
сятся н случаю отображения равномерно намагничен
ного земного шара, ось ноторого служит магнитной 

осью. При этом радиус энватора взят за 100 мм. В .каче
стве примера построения .картины истинного распре

деления я опишу таное построение в меридиональной 

плосности, лежащей в северном полушарии на 20° за-
.., 

паднои долготы. 

В плосности чертежа (рис. 2 выполнен в меньшем 
масштабе) опишем четверть онруап~ости, начиная от 
радиуса ОА = 100 мм. ON обозначает земную ось, 
ОА =радиус энватора. 

I-\ритичесная плосность пересенает плоскость 
чертежа по прямой С С 1 , параллельной О А И· отстоящей 
от неё на расстоянщи ОС = R cos ис = 57, 735 мм. Поэтому 
отнладываем на прямой ON отрезан ОС = 57, 7 мм 
и строим перпендинуляр се 1 • 

Изображение точни D, .Jiежащей на параллели, 
равной 20° северной широты, находится сJ1едующим 
образом. 

Единица магнитной: силы (в системе CGS) выра
жается отрезном д:rиной 100 мм. Для точни D в абсо
лютных единицах мы имеем: Z = 0,265; Х = 0,262; 
у= 0,093. 

На радиусе OD отложим отрезан Z == ED = 26,5 мм 
и восставим в точне Е перпендинуляр, на ноторый 

16 Н. А. ~,-мов 
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нанесём отрезон Х = EF = 26,2 мм. Затем продолжим 
DF до пересечения с прямой СС1 в точне G. Тогда отре
зон CG даёт нам искомое расстояние р отображения 
точни D в меридиональной плоскости на нритичес:кую 

о с N 

Рие. 2. 

плосность, то-есть для отображения северного полу
шария р отсчитывается в плоскости меридиана, равного 

20° западной долготы от центра. Таним путём мы полу
чаем меридиональное отображение. Нетрудно заметить, 
что точна G может оназаться вне отрезна СС 1 • Для про
стоты чертежа тание точни наносились в отображении 
тольно в том случае, если их расстояние до С и С 1 было 
незначительным. Если это не имело места, то соответ-

.... 
ствующие точки параллелеи отмечались маленькими 

:кружочками. 

Таким путём мы получаем :картину меридионального 
отнлонения действительного распределения от равно
мерного распределения. На наших схемах меридио
нальное отображение не приводится. 

Теперь я перехожу н отклонению в вертикальном на
правлении. Для этого в точке F прямой DF восставим 



оnъtт ИССЛЕ,Il;ОВАНИЯ МАГНИТНЬIХ О!ЭРАЭОВ t~з-

перnендинуляр и отложим на нём длину У= HF = 
= 9,3 мм. Продолжим DH до пересечения в точне J 
с перпевдинуллром, восстановленным из точни G 
прямой DG. 3 а тем в отображении отнладывают отрезон 
GJ на перпендинуляре, восстановленном из точни D 
меридиана 20° западной долготы, в западном напра
влении, ибо У является положительным. Полученноэ 
таним образом полное изображение точни D отме
чается точной, ноторая соединяется тонной линией 
с нартографичесной nроенцией отображённой точни 
параллели. Соединяя тание точни, соответствующие 
одной и той же параллели, непрерывной нривой, мы 
получим изображение параллели. Эти нривые отмечены 
в схемах жирной линией. 

Точни D являются точнами пересечения суммарных 
магнитных сил земли с нритичесними nлосностями. 

Если соединить эти точни прямыми с нормальными 
проенциями в тех же плосностях, ноторые соответ

ствуют этим точнам параллелей, то прямые унажут нам 
направление плосностей, в ноторых действуют магнит
ные силы земли. Во избежание путаницы отображение 
приводится в трёх чертежах (см. схемы 111, IV, V 
в :конце нниги): 

111 -отображение северного полушария между север
ным поJ1юсом и нритичесной плосностью северного полу
шария. 

IV - отображение того же полушария между той же 
нритичесной плосностью и плосностью энватора. 

V- отображение южного полушария между энвато
риальной плосностью и нритичесной плосностью южного 
полушария. 

Отображение этого полушария между нритичесной 
плосностью и южным полюсом не приводится из-за его 

путанности. 

Найденные изображения распределения земного 
магнетизма не зависят от абсолютных значений вентор
пых величин. Вследствие этого они nоназывают ряд 
общих соотношений распределения. Мы видим, что 
изображение параллелей в северном полушарии, на-

16* 
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ходящихся над критической плоскостью, сдвинуты 
в сторону первой четверти западной долготы. Ось 
этого сдвига определяется примерно направлением 

меридиана, равного 80° западной и 100° восточной 
долготы. Изображение паралле:~ей, лежащих ниJ-не нри
тической плоскости в том же полушарии, предста

вляется более равномерным распределением вонруг 
центра отображения. Всё же они сдавлены :к центру 
отображения в той же четверти западной долготы. 
В южном полушарии мы находим примерно таное же 
сдавливание в первой четверти восточной долготы. 
П риведённые пояснения могут послужить уназанием 

относительно влияния различных фанторов земной 
поверхности на распредеJiение земного магнетизма. 

ЧАСТЬ ВТОРАЯ 

r лав а III. ОПРЕДЕЛЕНИЕ возможных 
МАГВВТНЫХ ОБРАЗОВ ПРОИЗВОдЬВО 

НАМАГНИЧЕННОГО ШАР А 

§ 7. Основные уравнения. Пусть R - радиус намаг
ниченного шара, r - расстояние от центра до произ

вольной точки вне его, и - угол между прямой, вы
бранной в качестве оси шара, и r. Направление оси, 
от которой отсчитывается угол и от 0° до 180°, прини
мается за северное направление, а точка пересечения 

оси с шаром обозначается через северный полюс. 
Л - угол между меридиональной плосностью и любой 
другой данной (географическая долгота отсчитывается 
в восточном направлении). 

Магнитный потенциал шара для внешней точки 
выражается так: 

(12) 
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гд~ 

У п === gпоАпо + (gn1 cos /1о + hп1 sin Л) Ап1 + 
+ (gп2 cos 2Л + hп2 sin 2Л) Ап2 -t- •.. + 

+ (gпп cos n). + hпп sin пЛ) Апп (fЗ) 

и 

А [ 
(п - т) (п- т - 1) 2 = cosn-mu - cosn-m- и + 

nm 2(2п-1) 

+ (n-m)(n-m-1)(n-m-2)(n-m-3) n-m-4, ] • m 
2 . 4 . (2п - 1) (2п - 2) cos и+ . . . Sln и. 

(14) 

3наии ноэффициентов gпт и hпт выбираются таним 
образом, чтобы составляющие Х, У, Z в направлениях 
возрастающих и, r, Л не принимали отрицательных зна
чений, если они определяются из фуннции V следу
ющими соотношениями: 

Х = _ _!_ av. 
R ди' 

у=_ 1 av. 
R sin и дЛ ' 

av z = - - . (15) 
дr 

Следовательно, Х бсрётся полоrнительным в север
ном, У - в западном направлениях. Z положительно 
по направлению :к центру земли. Тогда, используя 
соотношение ( 12), получим для точии поверхности 
земли: 

х ~дУn 
= - kJau' (16) 

и по формуле ( 1) 

tg а= - ~ (п + 1) У п • 
(17) 

Условие (111), определяющее направление нрити
чесной плосности, принимает вид: 

Ц=UJ 



И.А.УМОВ 

т. е. равенство, которое должно быть справедливо для 
любого ),. -

К осв9вн~му условию (V) доб~.вим ещё одно, кото
рое, нан мы увидим, не приведет н противоречиям. 

А именно, допустим, что критичесние nлосности распо
ложены симметрично относительно nлосиости экватора, 

т. е. что основное условие (V) удовлетворяет значениям 

U1 и 1t-U1. (VI) 

Для отображения образов нам необходимо изменить 
основную формулу (11) с учётом уравнений (16). Мы 
получим: 

r 
~ аУ 

R . (cosu1 -cosu) ~ дип lj 
р=- SIDU • COSU1- - • 

cosu l ~ . ~ дУ 
COS U kJ (n + 1) У п + Slll U ~ дuп 

(VII) 
Второй член в ивадратной скобке назовём крити

ческим членом. 

§ 8. Нахождение крит11ческих плоскостей. Для 
исследования земного магнетизма я, исходя из практи

чесних соображений, ограничусь разложением потен
циала ( 12) до члена У 4 , считая при этом У 0 =О. 

Значит мы буr~;ем учитывать следующие члены: 

У 1 = g10A10 + (g11 cos Л + h 11 sin Л) ..4 11 ; ) 

У2 = g20A20 + (g21 cos Л + h2 1 sin Л) А21 + 
+ (g22 cos 2Л + h22 sin 21,) А22 ; 

У~= g30A30 + (g31 cos Л + ll 31 sin ),) А31 + 
+ (g32 cos 2Л + h32 sin 21,) А32 + } (18) 

+ (g33 cos 3), + h33 sin 31,) А33 ; 

У4 = g40A40 + (g41 cos /, + h41sin i.) А41 + 
+ (g.42 cos 2), + /2 42 sin 2)") А42 + 
+ (g43 cos 3), + h43 sin ЗЛ) А43 + 
+ (g44 cos 4Л + h~4 sin 4Л) А~4 • ) 
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Вставляя эти выражения в формулу (V) и учитывая, 
что они должны выполняться при любом Л, мы получим 
следующие уравнения для ноэффициентов g (для ноэф
фициентов h получаются аналогичные соотношения): 

cos U1 [2g10A10 + Зg20А20 + 4gзоАзо + 5g40A40] + } 
_.L • [ аА10 аА20 аАзо аА40 ] 0 (а) 

1 SlllU1 glO аи + g20 аи + gзо аи +g40 аи = ' 

cos U1 [2g11A11 + Зg21А21+4gз1Аз1+5g41A41] + ) 
• [ дА11 дА21+ 8Аз1 дА41] 0 }(Ь) + Sln U1 gll ди + g21 аи g31 8l.l + g41 ди == ') 

cos и 1[Зg22А22 + 4g32Аз2 + 5~42А42] + ) 
. [ аА22 дАз2 аА42] 0 } + Slll U1 g22 аи + g32 аи + g42 аи = ' ) 

(с) 

cos и1[4gззАзз + 5g43А4з] + sin и1 [ gзз а::•+ g4з а::• J =О, 
(d) 

(е) 

причём в уравнения (а), (Ь}, (с), (d), (е) вставляется 
U == U1· 

§ 9. Уравнение (е). Согласно формуле (14) мы 
имеем: 

А44 = sin4 и; а:ин. = 4 sin3 и cos и. 

Вставляя эти значения в уравнение ( е), получаем: 

9g44 sin4 и 1 • cos и 1 =О. 

Аналогичное уравнение имеет место для h. Отсюда 
следует, что члены с произвольными ноэффициентами 
g44 и hl!I! принадлежат образу с тремя критическими 
ПЛОСRОСТЯМИ 

(19) 
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Одна из этих плосностей является плосностью ЭRватора, 
остальные две назовём полярными плосностями. 

§ 10. Уравнение (d). Спгласно формуле (14) имеем: 

А33 = sin3 и; а::з == 3 sin2 и cos и; 

А . з . 
4 з = cos и . s lll и' дА.~з = - sin4 и+ 3 sin2 и · cos 2 и. 

ди 

После подстановки этих значений в уравнение (d) 
получим: . 

[7g33 cos и 1 + g43 ('9 cos2 и 1 -1)] sin3 и 1 =О. 

Члены, содержащие пропзвольныо ноэффициенты g з:з, 
g 43 , h33 , /z 43 , принадлежат образу с двумя нрит:ичесЕ\И
ми ПЛОС!.:ОСТfННl (попя.рным11): 

И1=0, 7r. (20) 

R роме того, прсдыд~ щсс ураnвенпе удовлетворяют с по
мощью усJ1оnпя симметµпчности (VI): 

7g33 cos и 1 + g43 (9 cos2 и 1 -- 1) =О, 

-7g33 cos и 1 + g43 (9 cos2 и 1 - 1) =О. 

Отсюда следует, что распределен пе, в нотором 

g 43 
} произвольны, 

/i43 

принадлежит образу с двумя пре)Rними и двумя новы
ми нритнчссними плосностями 

или 

1 
COSU1 = ± 3, 

70°31'40" 
109°28'20". 

(21) 
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Кроме того, возмо1кен образ, если 

g 4:J = О' g 33 } произвольны, 
h4з =О, l~зз 

._. ._. ... 
с двумя прежними и ОДНОИ новои нритичесиои пло-

СRОСТЬЮ 

~ (22) U1=2 • 

§ 11. Уравнение (с). По формуле (14) имеем: 

А42 = [ cos2 u - ~ ] sin2 u; 

а::•= 2 sin и · cos и [ cos2 и - ~ ] -2 cos и · sin3 и; 

А32 == cos и · sin2 u; ал32 = 2 sin и· cos2 u-sin3 и; 
ди 

А Sl·n2 и· ~А~н = 2 cos и · s1·n и· 
22 = ' аи ' 

тогда уравнение (с) принимает вид: 

{ 5g22 cos и 1 + g32 [6 cos2 и 1 - sin2 u J + 

+ g42 cos И~ [ 7 ( cos2 и 1 - ~ )- 2 sin2 и 1 J} sin2 и 1 =О. 

Отсюда следует: если g22 , g32 , (.(42 , h22 , h 32 , h 42 произ
вольны, то нритичесними плосностями будут две поляр
ные плоскости 

(23) 

Кроме того, принимая во внимание условие сим
метричности (VI), получим: 

5g22 cos и 1 + g32 [6 соs2 и 1 - sin2 u1] + 
+g42 cosu1 l 7( соs2 и 1 - ~ )-2sin2 u1 J =0, 

-5g22 cos и 1 + g32 [6 cos2 и 1 -sin2 и 1] -

-g42 cosu 1 [ 7 (cos2 u1 -; )-2sin2 u1 ] =0, 
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67°4 7'30" 

112°12 '30" 
и, нроме того, 

g42 
или 

h42· 

После ряца преобразований остаётся: 

[5g22 + Зg42 (3 cos2 и 1 - 1)] cos и 1 ==О, 

откуда получается следующий образ: 

gз2=0, g22' g42 } 

h 1 
произвольны, 

liз2 =О, 22, l42 

(23*) 

(23**) 

третьей критической плоскостью будет экваториальная 
плоскость 

Или другой: 

gз2 =О, 

hз2 =О, 

g22 

g42 } 
z произвольны, 
rl42 

или 

h22 

3 
=- 5 (Зсоs2 и 1 -1) 

с тремя :нритичесними плосностями: 

Возможен образ: 

g22 =О, 

h~~ =О, 
g42 } 

h4~ 
произвольцы, 

(24) 

(25) 
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о, ; , 1t 

нритические плосиости 

где ис обозначает нритические плоскости равномерно 
намагниченного шара. 

§ 12. Уравнение (Ь). По формуле (14) получаем: 

Ан= [ cos2 и - ~ J sin и · cos и; 
8-:U"= [ cos1 u- ~ J (cos2 u-sin2 u)-2sin1 u · cos•u; 

А31 = [ cos2 и - ~-] sin 11; 

д :,:1 = [ cos 2 и - ~ 1 cos и - 2 cos и · s in 21 и; 

А21 -= cos и · sin и; 

Aн=sinu; 
дА 
дин= cos и. 

Поеле несложных преобразований уравнение (Ь) 
примет вид: 

{ Зgн cos и1+g21 [5 cos2 и1 -1] + g31 cos и 1 [7 cos2 и 1 - 3] + 

+3g41 [ 3cos4 и1 -2cos2 u1 + ~]} sinи1 =0. 

Получим следующие образы: 

g11, g21' g31, g41 } 

hн, h21' hз1' li.a1 
произвольны~ 
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критические плоскости: две полярные плоскости 

и 

3 
g21 =7 g4J 

3 
h21=7h41; 

(27) 

нритичесние плоскости: нроме тех двух полярных пло

скостей е.щё экваториальная плоскость 

(28) 

Уравнение (Ь) удовлетворяется, если 

3g 11 cos и 1 +g21 [5 cos2 и1 -1] + g31 cos и1 [7 cos2 и 1 -3] + 

t 3g41 ( 3 cos4 и1 - 2 cos2 и1 +. ~ ] =О, 

и по условию симметричности (VI) 

-3g11 cos и 1 + g21 [5 cos2 и 1 -1]-

- g31 cos и 1 [7cos2 и1 -3] + 
+3gн [зсоs4 и1 -2соs2 и1+ ~ ]=0, 

отнуда после иснлючения прежних решений 

и 
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Таним образом, мы получим пана неопределённый об
раз: 

= ____ 5_с_о_s_2 _и.:....1 -_1 __ _ 

3 (з cos• и1 -2 cos•u1+ ~) 

нритичесние плосности: 

U1, 7t'- U1, О, 1t. (29) 

§ 13. Уравнение (а). По формуле (14) имеем: 

6 1 
А40 = cos4 и- 7-соs2 и+ t4:; 

дА40 4 3 • 12 . 
--== - cos и. s1nи+-cosu · s1nu· 
аи 7 ' 

А 3 3 дА30 З 2 • 3 . · 
30 = cos u-5.eos и; аи = - cos и • s1n и +5 s1n ц; 

1 
A20 =cos2 u-3; 

А10 = cos и; 

8А2о 2 . 
-= - cosu ·s1nu· 
аи ' 

дА1,.. • 
аи = -s1nu. 

11осле несложных преобразований уравнение (а) запи
шете я таи: 

g10 [3 cos2 и1 -1] + g20 [5 cos2 и1 - 3] cos и 1 + 
g3o [ 7 cos4 и1 - 6 cos2 и1 + ; ] + 

+ Cio [ 9cos4 u1 -10cos2 111 + ~:] соsи1 =0. 
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Из условия симметричности (VJ) следует, что это 
уравнение должно удовлетвор~ться при замене cos и 1 
на - cos u1• Тогда мы приходим :к двум уравнениям: 

g 1о (3 cos2 и1 - 1) + g 30 ( 7 cos4 и1 - 6 cos2 и 1 + : ) = О, 

СО5 U1 { g20 (5 cos2 U1-З) + 
+ g,0 ( 9 cos4 и1 -10 cos1 и 1 + ::) } =О. 

Таким образом, мы получим следующие образы: во-пер
вых, 

gio = gзо =О, g2o' g4o произвольны, 

критическая плосность~плосность эиватора 

(30) 

во-вторых, образ равномерно намагниченного шара: 

две нритичесиие плоскости 

(31) 

в-третьих: g10 -= g20 = g40 =О, g80 произвольно, при этом 
и 1 аадаётся уравнением 

3 7 cos 4 и 1 - 6 cos2 и 1 + 5 = О, 

т. е. получается образ с четырьмя иритичесиими пло
с~остями, которые соответствуют широтам: 

~о=± 59°26'40", } 
fs1=±19°52'30''; 

(32) 
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в-четвёртых, получаем пана что неопределённый образ 
с двумя нритичесними плосностями и1 и тс - и 1 ; при этом 

3 cos 2 и1 - 1 
gзо·= - 3 · gio' 

7 cos4 и1 - 6 cos 2 и1 + 5 

5 cos2 и1 - 3 
С4о-== - --2- 9 • g2o' 

9 cos 4 и1 - 10 cos2 и 1 + 14 

где g 10 и g20 заданы произвольно. 

) 
1 
~ 

[ 
J 

(33) 

§ 14. Составление образов. Предыдущие выводы 
приводят нас н членам, ноторые имеют одинановые на

перёд заданные определённые нритичесние плосности. 
Таковые можно объединить в более общий образ. Та
ним путём мы получаем вполне определённые образы. 
Но мы нашли танже ряд членов, :которые имеют по 
:крайней мере две наперёд не определённые нритиче
сние плосности. Все эти члены можно тоже объединить 
в один образ, если всем им приписать одни и те же 
нритичесние плосности. Таной образ, соответствующий 
специфичесним свойствам данного распределения, дол
жен выражать особую струнтуру этого магнитного рас
пределения. Этому специальному образу могут припи
сываться нритичесние плосности, :которые находят :ка

ким-нибудь образом из данного распределения. 

Гл а в а IV. СИСТЕМА ВОЗМОЖНЫХ ОБРАЗОВ 

§ 15.Характери~тика специального или первого 
образа распределения. Специальный образ распреде
ления мо1кет быть составлен из совонупности тольно 
тех членов, для которых возможно уназать их нрити

чесние плосности. Эти члены находятся иа соотношений 
(ЗЗ), (29) и (25). Обозначая cos2 и 1 через х, мы полу-
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чим следующие харантеристичесние уравнения: 

две Rритические плосности и 1 , ~ - и 1 • 

g 10 , g 20 произвольны. 

3х-1 
gзо = - 3 g10' 

7х2 - бх + -
5 

или сокращённо: g3o = U i 0 g10· 

5х -3 

сонращённо: g 4о = И 20g20· 

gll, g 21, h 11, ll 2 1 произвольны. 

g3] g11 
или 

3 
или --

7х- 3 
hз1 h11; 

g31 g11 
.. 

или = И11 сокращенно: или 

hз1 h11· 

5х-1 
-- 1 
- 3 ( 3х2 - 2х + ? ) 

g41 
сонращённо: или 

h41 

g-!2' h42 

g22 

g21 

= U21 или 

h21' 
произвольны. 

3 
== - 5 (Зх-1) 

сонращённо: или === U 42 или 

g42 

или 

/z42, 

1 (34) 

J 
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Итак, этот образ содержит восемь неопределённых 
:коэффициентов и неопределённый угол и 1 . 

Значение У п для этого распределения получают из 
формулы ( 13), вставляя в неё значения данных коэф
фициентов (34). Наконец, если обозначить потенциал 

образа на поверхности шара через W 1 , то из ( 12) по
лучим: . 

§ 16. Подготовка формул длл отображения спе· 
циальных образов. Теперь необходимо представить 
выражение (Vll) для fJ, как непрерывную функцию от и 
и Л, не содержащую больше неопределённости. С этой 
целью мы преобразуем критический член 

~ дУ 
(cos и1 - cos и) LJ дип 

дУ . 
cos и ~ ( п + 1) У п + sin и~ ди п 

(35) 

Знаменатель нритического члена имеет вид правой 
части уравнения (V), если произвести в нём замену и 1 на и. 
Поэтому он содержит при cos и sin, если умножить 
на ~' многочлены, построенные наподобие тех, которые 
приводятся в § 8 (а), (Ь), (с), при замене в них 
и1 на и. 

В развёрнутом виде такие многочлены мы покажем 
ТОJiько для g, выражения которых возьмё:м в (34). Для 
первого образа знаменатель примет вид: 

N =В+ С cos Л +С' sin Л + D cos 2Л + D' sin 2Л, (36) 

где В, С, С', D, D' являются фуннцпями только от и. 

17 Н. А. Умов 
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С' и D' будут не чем иным, нан С и D, в ноtО
рых g заменили на h. 

Итан, для В, образованного по образцу (а), имеем: 

B=cosu 2g 10 cosu+Зg20 (cos2 u- ~)-

, (3 cos' и1 -1) ( cos• и-: cos и) 
-- чg io ----------3--

7 cos 4 и 1 --6 cos2 и1 + 5 

(3 cos2 u 1-3) ( cos• и-~ cos• и.+ 1~) - 5g20 --- -------- 29 + 
9 cos4 и 1 --10 cos2 и1 + 14 

+ sin и 1-g10 sin и - 2g20 cos и . sin и -
~ 

(3 cos2 и1-1) (-3 cos2 и sin и+} sin и) 
-g10 ____________ 3 ___ _ 

7 cos4 и 1-6 соs2 и 1 + 5 

(5соs2 и 1-3)(-4 cos3и·sinu+~cos и·sin и) 
-g20 29 • 

9 cos4 и 1-10 cos2 и1 + 
14 

(37) 
Теперь положим 

(38) 

где В 10 содер1-Rит тольно члены с g 10 , а В20 объединяет 
члены, содер1-Rащпе тольно g20 . После преобразований, 
ноторые я опуснаю, получим: 

В10 = 7g10 (cos2 и 1 -соs2 и) Х 

(3 cos 2 и 1 -1) cos2 и-( cos• иг : ) 
х 3 (39) 

? cos4 и1-6 cos2 и1 + 5 
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1 
9 cos2 и (5 cos2 и1-3)- 14 

(378 соs 2 и 1-275) 
х ~~-~~~----~-~-~-29 

9 cos4 и1-10 cos2 и1 + -
14 

Многочлен С нонструируется по форме ( Ь): 

С= cos и [ 2g11 sinи+3g21 cos и · sin и -

3 ( cos2 и 1 - ~) sin и 
- 4gн -------

? cos 2 и1 -3 

(40) 

(5 cos2 и 1-1) ( cos2 и-~) sin и· cos и 
-Sg21 1 + 

3 ( 3 cos4 и1 ·-2 cos2 и1 +7) 

+ sin и! g11 cos и+ g21 (cos2 и- sin2 и)-

- Зgн [(cos2 и-~) cos и -
7 соs1 и1-3 5 

-2cosи·sin2u ]- g21 (5cos2и1 -1>(cos2u- ~) х 
(cos2 u-sin2 и)-2 sin2 и · cos2 и) 

х ( 1 \ 
3 3 cos4 и1-2 cos' и,+ Т) j . (41) 

llолагаем опять: 

где С 11 содержит 

с с21 и c~l' с~1 
с h11 и h21· 

С = С11 + С21' } 

С'= с~1 + c~l' 
(42) 

члены ТОЛЬRО с g 11, с 21 - тольно 
объединяют соответственно члены 

1-:i.: ' . 
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После преобразований имеем: 

2 2 cos и · sin и 
0 11 =21g11 (cos U1 -COS и) ? 2 З , 

COS U1-

С21 = 3g21 sin и ( cos2 и 1 - cos2 и) Х 

3 
cos2 и (5 cos2 u1-1)-cos2 и1 + Т 
х~~~~~~~~~~~ 

1 
3 cos~ и1-2. cos2 и1 + 7 

(43) 

(44) 

Вставляя вместо g величины h, получим штрихо

ванные С. 
Многочлен D строится по форме (с): 

cosu 

+sinu 

-
3

; 
3 

(3 cos2 и1 -1) sin2 и 

+ 5 ( cos2 и1 - ~) sin2 и 

-
2 ~ 3 

(3 cos2 и1 -1) cos и· sin и 

+ 2 sin и cos и [ cos2 и - ~ J -
- 2 cos и . sin 3 и 

Преобразования дадут нам: 

(45) 

D = - 9g 42 ( cos2 и 1 - cos2 и) sin2 и cos и. ( 46) 

Аналогично получается D' из D заменой g на h. 
Образуя знаменатель (36), мы видим, что он содер

жит выражение cos2 и 1 - cos2 и. Этим самым уничто
жается веяная неопределённость в нритичесном члене (35), 
таи нан он будет содержать выражение: 

COS U1-COS U _ 1 
cos1 и1-соs1 и cos и1 + cos и ' 

(47) 
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котарое будет всегда иметь конечную величину, ибо 
метод нашего отображения танов, что знаки cos и 1 и cos и 
всегда совпадают. 

§ 17. Отображение специального образа. Есля 
положить 

N = (cos2 и1 - cos2 и)N1 , 

то основная формула (VII) примет вид: 

[ 

~ дУп ] 
R . ~ аи 

~ = cos и sin и · cos и 1 - ( cos и1 + cos и) N 1 _ • 

Мы имеем: 

(48) 

(49) 

дУ п • 3 cos2 и (3 cos2 и1-1)-7 cos• и1 ( cos• и1-~) 
~ ди =g10SillU 3 -

7 cos" и1-6 cos2 и1 +5 

- 2g 20 sin и · cos и Х 

с 40) 1 COS1 U1 9 COS1 U1-7 -2 COS1 U (5 COS1 U1-3)-2 

х 29 + 
9 cos4 и1-10 cos2 и1 + 

14 
18 

7 cos1 и1-9 cos1 и + 5 
+ cos и (g11 cos Л + h11 sin Л) + 7 cos1 и1-3 

( 2 • 2 ) f 9 cos2 и1 (cos2 и1 - 3

7 
) ) 

COS U - SID U ~ J 
+ l- cos2 и ( 5 cos2 и1 - 1) Х 

+ 2 ( 5 cos2 и1 - 1) sin 2 и · cos2 и 

Х g21 cosA+lt 21 sinA + 
3 (з cos• и1-2 cos•u1 + ~) 

4 ( cos2u-;) 
+ cos и . sin и 

6 
Х 

+5 (1-3 cos2 и1) 

Х (g42 cos 2Л + h42 sin 2),). (50) 
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Далее имеем: 

(3 cos2 и1-1) cos2 и-( cos2 и-~) 
7g10 3 

7 cos4 и1-6 cos2 и1 + 5 

с 275) 9 cos2 и (5 cos2 и1-3)- 27 cos2 и1-14 + g 20 -- 2 9 cos и 
9 cos4 и1-10 cos2 и1 + 

14 

21 cos и · sin и ( , h . , + 
7 2 3 

g11 cosл.+ 11 s1n1.) 
, COS и1-

3 
cos 2 и (5 cos2 и1-1 )-cos2 и1 +7 

+ 3 sin и 
1 

Х 
3 cos4 и1-2 cos2 и1 -t-? 

Х (g21 cos ), + h21 sin f.) 
- 9 sin2 и cos и (g42 cos 2), + h42 sin 2Л) 

. (51) 

Может показаться, что выражение ( 49) обращается 

в беснонечность при и= ; . Однано, если привести оба 
члена выражения для р к общему знаменателю, то в чис
лителе появится общий множитель cos и, ноторый сокра
тится с cos и в знаменателе. Поэтому мы получим: 

-R Р r - ( cos U1 + eos и) N 1 ' 
(52) 

где 

и 

Р=[1, O]g1o+[2, 0]g20 +[1, 1](g11 cosЛ+h11 sinf.) r 
+ [2, 1] (g21 cos ~ + h21 sin ),) + 
+ [ 4, 2] (g42 cos 2), + h42 siп 211.) (53) 

1 о ? sin и { 3 2 ) [ , ] = ---- З ( COS U1 - 1 Х 
7 cos4 и1-б cos2 и1 + 5 

Х [(cos и 1 т cos и) cos и1 -3] cos и-

+ ( cos2 и 1 - : ) cos и1 } , (54) 
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cos2 и (5 cos2 и1 - 3) [9 cos и 1 (cos и1 + cos и)-4] 1 

[2, О]= -(27 cos2 и 1 - 2
;:) (cos и1 + cos и) cos и1 Х 

( 
чо· 

- 1 + 2 cos2 и1 9 cos2 и 1 - 7 ) 

sjn и 
Х· 

29
, (55) 

9 cos4 и 1-10 соs 2 и 1 + 
14 

( 1 • 1] = _7_c_o_s_; и-1-=-._-3- Х 

[2, 1] = 

Х [ 21 cos u1 sin2 и (cos и+ cos и 1 ) -

- ( 7 cos2 и1 - 9 cos2 и + 15
8

) J , 
cos и ( 5 cos2 и 1 - 1) х 

Х [9 cos и 1 sin 2 и ( cos и1 + cos и) -[-

+ 4 cos2 и - 3] - 9 cos и 1 ( cos2 и 1 - ~) Х 1 Х 
Х (cos и 1 cos и+ sin2 и) 1 

1 

х ( 1) ' 3 3 cos4 и1 - 2 cos2 и 1 +7 

9 sin 2 и cos и1 ( cos и 1 + cos и) 

[ 4, 2] = - sin и + 4 ( cos2 и - ~) 
6 + 5 (1-3 cos2 и1 ) 

(56) 

(57) 

(58) 

Легко видеть, что точки поверхности шара, соответ-
1t ,.. 

ствующие значениям и< 2 , отооражаются на плосность 

~ r. б и 1 < 2 ; точки, соответствующие и> 2 , ото ражаются 

на плосность 1t -и1 • Из это~ о следует, что в приведён
ных соотношениях знаки cos и и cos и1 всегда совпадают. 

П р и м е ч а н и е. 3 н а ч е н п е ч л е н о в с н о э ф
ф и ц иен там и g11 , ll 11, g21 , h 21 . Найдём отображение 
по.люсов шара на нрнтrtческие плоскости и 1 и 7t'- и 1 • 
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В случае, ногда g11 = h11 =g21 = h2 1 =О, для и= 0°, 
180° имеем: Р =О, а следовательно, и r ==О. Это озна
чает, что полюсы отображаются на точни, получающиеся 
пересечением нритичесних плоскостей осью шара. Но 
если условия, уназанные выше, не имеют места, то для 

и= 0°, 180° получим в числителе линейную фуннцию 
cos ) ... и sin ),, в знаменателе - постоянную. Тогда отобра
жение записывается следующим образом: 

р = А cos ), + В sin ), 
или 

~ = С cos ( Л - а). 

Получился нруг с диаметром, равным С, центр но
торого лежит в проенции меридиана J~ = г и на нотором 
находится точка пересечения нритичесной плосности 
с осью шара. Магнитная сила в точне полюса лежит, 
следовательно, в плосности меридиана ), = г и пересе

нает нритичесную плосность в нонце диаметра на рас

стоянии С от оси шара. Эти два случая мы будем на ... 
зывать соответственно центричесним и энсцентричесним 

распределением. Последнее означает деформацию первого. 

§ 18. Остаточные распределения. Пусть Г и Н 
с инденсами - ноэффициенты данного распределения; 
g и h с инденсами - ноэффициенты первого образа, со
держащегося в распределении; у и х с индексами -
ноэффициенты остаточного распределения. Определим его 
следующим образом. Обозначим через У n, У~, У~ функ
ции У n, принадлежащие трём вышеуназанным распреде
лениям; через V, W 1 , W 2 - соответствующие им потен
циалы ( 12). Положпм: 

(59) 
или 

Так как это соотношение должно быть спра:ведливо 
для ;~юбого r, то VIы· приходим н выводу, что 

У~~Уп-У~. 
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Так нак зто уравнение должно удовлетворяться при 
любом Л, то мы имеем: 

gnmAnm= ГптАпт -"(пт Апт' 

hnm Апт = Н пт Апт - Xnm Anm, 

I'Де Апт есть функция, определяемая выражением (14). 
Отсюда следует: 

gпт = l~nm -"{пт, } 

hпт-= Н пт- Хпт• 
(60) 

§ 19. Определение коэффициентов специального 
образа и остаточного распределения. После того как 
мы выяснили зависимость трёх распределений - данного, 
первого образа и остаточно1 о, необходимо перейти R во
просу о методе определения этих ноэффициентов. 

В целях удобства придадим условиям (34) общий вид: 

gan произвольно, } 

gьп == U апgап, 

где U ап - данная фуННЦИЯ КрИТИЧеСКОГО угла U1. 

(61) 

Поэтому уравнения (60) перепишем в следующем виде: 

g ап = Г ап - У ап' } 
gьп = Гьп -уьп· 

Вставляя значение gьп из (61), получим: 

откуда 

gan = Гап-Уап, } 

U апgап = Гь-п -Уьп, 

U апГап - l'ьп = U апУап -уьn· 

(62) 

(63) 

(64) 
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Если принять "(ап за абсциссу, "(ьп - за ординату 
прямоугольной системы координат, то выражение (64) 
можно рассматривать как уравнение прямой. Если бы 
наш об раз точно соответствовал расаределению, то эта 
прямая проходила бы через начало координат. Таи нан 
это не имеет места, то расстояние этой прямой до начала 
координат уназывает на малейшее отклонение образа 
от данного распределения. Следовательно, исномые 
коэффициенты "( ап и Уьп находятся нан проенции пер
пендикуляра, опущенного из начала координат на пря

мую. Поэ~ому мы имеем: 

v _ U п:пГпп- l'ьп U ) 
1 ал - 1 + U~n ап' ( 

И "'пГ п.п- l'ьп J 
"(Ьп = - 1 + U~n . 

И, значит, из (63) получаем: 

(65) 

(66) 

Таное же значение мы получаем при отыскании мини
мума выражения 

"(~п + 1Ъn, 
т. е. выражения 

Действительно, приравнивая первую частную производ
ную ПО gan нулю, получим: 

1 'ап - gan -t ( 1' Ьп - И апgап) [! ап =О, 

отнуда получается приведённое выше выражение (66). 
Применяя соотношение (66) п (61) н 1~оэффиц~

ентам (34) первого образа, придём н следующим выра
жениям· 
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Г10 + ГauU10 
gзо = U 10 g10' К10= 1 +U~o ' 

Гsо + Г40U20 
g .JO = U 20 g20' g2o= 1+ U~o ' 

Гн + l's1U 11 
g31=и11 g11' g11= 

1 + UJ.1 ' 
h _ Нн + Hs1L-T11 

h:н == И 11 hн, н-
1 + и~ 1 ' } 

_ Г21 + Г41U 21 
g4J ==и 21 g21' С21- 1 + и 2 ' 21 

(67) 

h _ Н21 + H41U21 
21-

1 + U~1 ' h41 == И21h21' 

1
1

t2 + l'22U 42 
g22 ==и 42g42, g42 = -1 +И42 ' 

h42 = 
H42+H22U4.2 

h22 == и 42 h42· 
1 + и42 ' 

§ 20. Обнаружение специального образа данного 
распределепия. Нахождение специального образа дан
ного распределения равносильно отысканию его нрити

чесr\их плоскостей. В начестве руководства унажем на 
необходимость подробного изучения ноэффициентов оста
точного образа. Согласно (65) они имеют следующий вид: 

"(зо = - U1nl\o - 1'20 
"( 10 = - у 30 и 10, ) 

1 +Uio ' 

'У4о = - U 21..1Г 2!) - Г 40 
120 = -y40U20' 

1 + U~o ' 

Уз~= -
U11Г11 -Нз1 

Ун= -1з1U 11, 
1 +Иi1 ' 

Zз1 == -
U11H11- Гз1 

Z11 = -хз1И 11, 
1 + и2 ' (68) 11 } 

U21 L'21 - Г41 
У21 = - "(41И21, У41 = -- 1 + и2 ' 21 

°Х41= -
ll21H21- Н41 

Х21 = -x41U 21, 
1+и21 ' 

У22 = - U42Г4з- Г2а 
"(42 = - У22И 42, 

1 + Ua 2 ' 

Z22= -
U42H42 -Н22 z - z и J 1 + и~2 ' .42 - - ~22 42· 
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Если бы данное распределение содержало специаль
ный образ в «чистом» виде, то эти коэффициенты рав
нялись бы нулю. При этом получаются восемь уравне-
ний вида: 

И апГап- Гьп =О, (VIII) 

решения которых давали бы одни и те же значения 
неизвестной х, определяющей положение критических 
плоскостей. Однано, это не будет иметь места, так как 
данное распределение может представлять деформиро
ванный специальный образ. Таким образом, решения 
уравнений (VIII) приведут к различным значениям 
величины х. Если эти значения будут сильно отличаться 
друг от друга, то тогда нельзя говорить о специальном 

образе. Но если из нескольких уравнений получаются 
мало отличные друг от друга значения х, то такой 
результат приводит нас к занлючению, что в данном: 

распределении снрыт специальный образ, у которого 
число коэффициентов вдвое больше числа найденных 
значений х. Характеристическое значение х, ноторое 
должно лежать между найденными, можно вычислить 
как среднее значение или определить из других сообра
жений. Мы применим этот метод к исследованию явле
ний земного магнетизма. 

Оставшиеся коэффициенты будут отнесены, нак это 
будет показано дальше, к другим образам. 

После того каl\ с помощью указанного метода опре
делены критичесние плоскости специального распреде

ления, возможно восстановить это распределение. 

А именно, его коэффициенты находят из тех соотноше
ний формулы (65), которые соответствуют уравнениям, 
определяющим близкие значения х. Но в эти соотноше
ния необходимо вставить то значение х, которое отве
чает специальному распределен:Ию. Это распределение 
может быть представлено с помощью приведённых выше 
формул. Кроме того, возможно произвести отображение 
с помощью тех значений 11 и Н, которые приводят 
к близким значениям х. Для этого мы можем восполь
зоваться тем же методом отображения, так :как откло-
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пения от истинного отображения, и :которому он при
:оодит, будут относиться тольно н точнам, лежащим 
на поверхности шара вблизи нритичесной параллели. 
Такое отображение может вскрыть причины деформации 
образа. 

§ 21. Потенциал специального образа. Для нашего 
случая из уравнений ( 18), учитывая значения функ
ций Апт и (65), получаем: 

У 1 = gi0 cos и+ (g11 cos /" + h11 sin Л) sin и, 

Y2 =g20 (cos2 u- ~)+ 
+ (g21 cos ), + h21 sin /,) cos и · sin и+ 
+ И 42 (g42 cos 2Л + h42 sin 2/,) sin2 и, 

Уз= g10U10 (cos2u- :)соsи+ 

+ U 11 (g11 cos h + hнsin Л) ( cos2u- ~ )sin и, 

Y 4 =g20U20 (cos 4 u- ~ соs2 и + 1~) + 
+ И21(g21cos J,+ h2 1sinл)( cos2u- ~ )sinu -соsи+ 

+ (g42 cos 2Л + h42 sin 2Л) ( cos2u - ~) sin2 и. 

\ 

~ (69) 

J 
С помощью этих значений мы можем образовать 

потенциал образа согласно уравнению ( 12). Потенциал 
на поверхности шара станет равным: 

~1 =g10 cosa(u10 cos2 u-: U10 +1)+ 

+g20 [И2осоs4 и+(1- ~ И20)соs2 и+~~·- ~) + 

+ (g 11 cos Л + h 11 sin /,) sin и ( U 11 cos2 и + 1 - ~11) + 



2io И.А.УМОВ 

+ (g21 cos А.+ h21 sin )") cosu · sin и Х 

( < 3 ) 
х\U21Соs2 и+1-7И21 + 
+ (g42 cos 2А + h42 sin 21") siв2 их 

х ( cos2 и - ~ + U 4 2 ) • (70) 

§ 22. Критические плоскости первого образа 
совпадают с критическими плоскостями равномер

но намагни,енного шара. В этом случае необходимо 
положить: 

1 
COS U1 ~ ± "r-- , 

r 3 
или х = 1 

с з· (71) 

Тогда из (34) мы получаем: 

И10= О; 
56 9 7 

И20=- 11 , И11=2, И21= 6 , U42 =0,(72) 

и поэтому 

и 

5G g31 
9 

gll 

g4.0 ~ - 11 g20; или =- или (73) 
2 

h:н h11; 

g41 ) ? 
g21 

g22 =О; 
или =б или 

h41 h21; 
h22 =о. 

1-\оэффициенты (?2*) находятся из ноэффициентов 
данного распределения с помощью формул (67), учиты
вая значения (72). 
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Таним образом, для этого 0браза имеем: 

У0 =О; У 1 = g10 cos и+ (g11 cos ), + h 11 sin /,) sin и, 

У 2 = g 20 ( cos2 и - ~ ) + 
+ (g21 cos Л + h21 sin Л) cos и · sin и, 

У3 = ~ (g 11 cosЛ +h11 sin i.)(cos2 u- ~)sinu, 

У4 = ~ 56 g20 (соs4 и- 6-cos2 u+_!). + 11 7 14 

+ ~ (g21 cos А+ h21 sin i.( cos2 и-~) sin и -cos и+ 

+ (g42 cos 2А + hJ2 sin 2А) ( cos2 и- ~) sin2 и. 

\ (74) 

J 
Обозначим через V потенциал данного распредеJrс

ния для точен, лежащих на поверхности шара. 

Согласно ( 12) имеем: 

(75) 

и на основании уравнений ( 7 4) 

v ( 56 4 59 2 23 ) R = g 10 cos и - g 20 11 cos и - 11 cos и + 33 + 

+ (g11 cos ), + hнsin /.)с; cos2 и+ 1~) sin и+ 

+ (g21 cos /, + h21 sin 1.) ( ~ cos2 и+ ~) sin и· cos и+ 

+ (g42 cos 2А + h42 sin 2А) ( cos2 и - ~) sin2 и. (76) 

Это выражение содержит восемь ноэффициентов, зна
чения :которых необходимо определить. 

§ 23. Общие или остаточные образы. R общим 
образам относятся те, ноторые описываются нритичесними 
плоскостями, найденными из занонов разложения в рнды. 
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1\ ним принадлежат танже члены остаточного расnре
деления. 

Общие образы содержат один или неснольно членов. 
Согласно главе 111 имеем: 

1) Члены, содержащие у 10 и у 42 , образуют само-
стоятельный образ равномерного намагничивания; 

1 
СО! u1 = ± у' ~ . 

2) Самостоятельный обр,аз с единственным членом "( 30 
и четырьмя нритичесними плосностями, ноторые опре

деляются .широтами: 

ср~0 = ± 59°26' 40", 

ер~~= ± 19°52'30". 

Самостоятельный образ с ноэффициентами g42 , h4:! 

и двумя нритичесними плосностями, ноторые опреде

ляются широтами: 

ер=± 22°12'30''. 

3) Составной образ с тремя нритичесними плосно
стями: плоскость энватора и две полярные плосности. 

Коэффициенты: 

41 Составной образ, имеющий одну нритичесную 
nлосность - плосность энва тора. С юда относятся члены 
с ноэффициентами у 20 и у 40 • 

5) Составной образ с двумя полярными плосностями 
в начестве нритичесних. Rоэффициенты: 

Пр им е чан и е. Члены у 43 и z43 могут составить 
самостоятельный об раз с двумя нритичесними плосно
стями ~43 = ± 19°28'20", ноторый очень близон одному 
из образов 2). 
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ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ 

Г :1 а на V. ПРИМЕНЕНИЕ ТЕОРИИ К ЯВЛЕНИЯМ 

ЗЕМНОГО МАГНЕТИЗМА 

§ 24. Коэффициенты гауссовс~.;ого потенциала для 
1885 г. бы~1п вычислены Неймаером п Петерсоном. 
Для отобра;нения распределения, иак показывают наши 
основные формулы, знаки коэффициентов не играют 
роли. Знаки ноэффициентов берутся так, чтобы соста
вляющие магнитной силы земли, определяемые по фор
му лам (15), имели бы заранее (§ 7) предусмотренный 
знаи. Д:~я удобства подсчёта формул отображения все 
J{Оэффициенты будем брать с противополо1.нными зна
нами. Тогда мы получим: 

Таблица IV 
--

1 n=1 n=2 n=3 n= '• 1 

1 
-

1 
1 

1 1'лr1 +О,315720 +О,007906 -0,024363 -0,034395 1 

Г nl +n,024814 -0,049798 +О,039560 -0,030597 
] ' 

n2 --0,005667 -0,027857 -О, 0'19754 / 
1' n3 -0,003270 +0,00б842 
J, 

n4 -0, 000849 

Нп1 -О ()60258 
' 

+0,012999 +0,007383 -0,011877 

нп2 -0, 012604 -0, 000443 +О,007147 

Нпз -О 005492 
' 

+О,005121 

1 

нп4 +о, 000968 

1 

§ 25. Обнаружение специального образа. Перей
дём теперь н исследованию специального обрава. Рас
суждения главы 11 приводят н выводу, что в земном 
магнетизме заложен специальный образ с критичесними 

1 
плоскостями Хе=- 3 . Обратимся теперь к проверне 

18 н. А. Y}IOB 
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этого вывода методом, указанным в § 20. Jia основании 
формул (68), полагая у и у_ равными нулю, получим 

следующие уравнения: 

и Г10 1 0 1ог- = ; 
30 

и Г20 1 О· 
20 г- = ' 

40 

U 11 ~11 -1 =О; И21 rr21 -1 =О; 
l з1 41 

Н U Н21 1-О· U11_ц -1=0; 21 -- - , 
Нз1 841 

и Г42 1- О· 
42-г-- - , 

2а 

U42нн42 -1=0. 
22 

(77) 

(78) 

(79) 

Беря здесь значения U из <fормул (34) и Г и Н 
из таблицы IV, получаем: 

зх- 1 • 12 96 -1 =О· ) 
3 ' ' 7х2-6х+ 5 1 

sх-з 
29 

·О,2299 -1 ~О. r 
9х2 -1Ох+ 14 J 

(80) 

Первое уравнение будет: 

х2 -6,4114х + 1,9371 =О, 
отнуда 

.т = 3,2057 + 2,8878. 

Тан кан х меньше единицы, то получится только один 
норень: 

х==О,3179=== ~ -0,0154. 

Помня, что х = cos2 и 1 , получим для и 1 < 7!: 

u<to) = 5Б040' 50'' 
1 

вместо Uc=54°44'8",2. Разница равна +0°56'41",8. 
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Второе из уравнений (80) примет вид: 

х2 -1,2388х + 0,3068 =О; 
отсюда следует: . 

х = 0,6194 ± 0,2774. 
Справедливо тольно одно значение х: 

1 
х = 0,34198 = 3 + 0,00865. 

Тогда получаем: 
u(20) = 54°12'40". 

1 

Отнлоненце этого значения от ис равно -0°31'28" ,2. 
То-есть существует деформированный образ х = ~ 

с коэффициентами Г 10 , Г 20 , Г 30 , Г40 • 
Недеформированные ноэффициенты gn0 находятся из 

этих с помощью формул (67). 
Если мы ограничимся ноэффициентами Гnо, то мы .. 

придем н распределению, идентичному тому, ноторое 

профессор Лейст назвал нормальным геомагнетизмом. 
К таному распределению приводит подсчёт средних 
значений магнитного потенциала земли по широтам. 

Первая пара уравнений (78) примет вид: 
3 

7х-з . 0,6273+ 1 =О; 

3 
?х'-З · 8,1617 -1 =0. 

Этц уравнения привоJIЯ'].' н значениям: 

х =О, 15975, отнуда up1> = 66°26'30"; 

х' = 3,9264 невозможно. 

Вторая пара уравнений (78) запишется: 
5x-J . О 

с 1 ) · 1, G089 + 1 = , 
3 3х2-2х+ 7 

5х--1 

с 
1)·1,0945-1=0, 

3 3х2-2х+ 7 
18* 
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отсюда получаем следующие возможные значения: 

х = 0,2660, отнуда u~21 > = 58°57' 10", 

х =О, 1506, отнуда и~21 ) = 67°9' 50''. 

Разница между и 1 и ис в группе ( 78) чересчур велина, 
чтобы коэффициенты 1\1 , Н 11 , 1' 21 , Н21 можно было 
рассматривать только с точки зрения деформации спе
циального образа. Та часть этих ноэффициентов, ното-
рая вызван.а таной деформацией, должна соответствовать 
значениям g11 , h 11 , g21 , h21 , вычисленным на основании 
формул (67). Найденные таним путём ноэффициенты 
согласно примечанию н § 18 относятся :к э:ксцентриче
сному распределению. Это является J1ишним поводом 
:И тому, чтобы соответствующие члены не внлючать 
в недеформированное распределение. 

После подстановни значений 11 и Н уравнения (79) 
дадут: 

откуда 

5 
(Зх-1) + 3 · 0,28688 =О, 

(3х' -1) - ; · 1,7636 =О, 

х =О, 17396 и u(42> == 65°20' 50'', 

х = 1,3131 невозможно. 

Это значит, что пары 1' 42 , 11

22 и Н 42 , Н 22 не могут 
одновременно содержаться в деформированном специаль

ном распределении. Но таное распреде.тrение может 
внлючать пару 11

42 , Н42 , ибо уравненпл (79) удовле-

творяются значениями х = ~ п Н 22 -= Г 22 =--= О при лю
бом Г 42 и Н 42 • Деформация обусловливает в этом члене 
не положение нритической плосности, а значения ноэф
фициентов, :которые являются совершенно произвольными. 
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Таним образом, мы приходим и следующим выво

дам: земной магнетизм содержит специальный образ, 
при этом 

а) центричесная форма этого образа определяется 
:ноэффициентами 

б) энсцонтричесная форма образа внлючает ноэффи
ц11онты 

1-\оэффици:ент Г 10 относится н центрическому образу, 

ибо подстанов:ка значениi'1 х = ~ обращает фуннцию [Т 10 

н нуль, отнуда затем получа1отся значения g10 =Г 10 , 

g30 =о. 

§ 26. Отображение центрического специального 
образа. Это отображение даётся соотношением ( 52), где 

(81) 
и 

(3 соs2 и1-1) соs'и-( сов• и.- ~) ) 
7 glO · 3 + 1 

7 cos 4 и1-бсоs2 и+ 5 ~ 

( 275) ·(82) 
9 cos2 и (5 cos2 и 1-3)- 27 соs 2 и1- 14 

+g20 29 cos и 1 
1 9 cos 4 и 1 -10 cos2 и1 + 14 J 

1 
Тан 1~ак л:~я нашего образа Хе= 3 , то согласно (72) 

имеем: 

[Т JO = 0, Lr 56 
20 = -11. (83) 
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Беря за основу значения таблицы IV, получим из 
уравнений (67): 

g10 = 0,315720 == Г JO' } 

g20 = 0,006799. 
(84) 

Теперь необходимо записать формулы отображения 
для северного и южного полушарпй. С этой целью сле
дует более детально ознаномиться с символами, встре
чающимися у Р (81). 

Символ [1, О] (54) меняет свой знан при переходе 
из северного полушария в южное. Символ [2, О] (55) 
при этом не меняет своего знана. 

Поэтому, если под cos и и cos и1 понима тъ тольно 
1 

их абсолютные значения и положить cos и1 = -.,г- , то мы 

" 3 
приходим н выражениям, которые могут содерiRать два 

знана. В этом случае верхний знан относится и север
ному полушарию, нижний - и южному. 

[1, О]= + sin и · }13, (85) 

(2, О]= - 1
2
1 sin и [ 112 cos2 n + 84 (1 + -VЗ cos и) х 

xc~:-cos2 и)-s9]. (80) 

В выражении для N
1 
знан меняет тольно последний 

член. Поэтому имеем: 

Ni = - 3 [ g10 + g2o • 
1
1
6
1
8 с::- cos2 и) cos и J . (87) 

Смысл входящих сюда величин cos и и sin и соот
ветствует отсчету угла и в северном по:туша рнн от север

ного полюса, а в юiнном полушарии - от южного. 

Основная формула ( 52) отображения 

-R Р 
Р - (cos и 1 + cos и) N 1 

(88) 

содержит выражение cos u1 -t cos и, ь:оторое танже меняет 
свой знан nри переходе из северного полушария в юж-
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ное. Поэтому тольно первый член знаменателя изменяет 
свой знан. Тогда мы моiнем записать формулу отобра
жения для обоих полушарий в следующем виде: 

~ = R . ± ato + а2о , ( 89) 
ф ± glO + Ь20 

где верхний знан относится н северному по:rушарию, 
'-' 

а нижнии - н юr:кному; при этом 

а1 0 = g10 • sin и · VB; (90) 

а20 = 1
2
1 С2о · sin и [ 112 cos2 и+ 

+;~(VЗ+зсоsи) c::-cos2 и)-sg] · (91) 

- 168 с 14 9 2 ) • Ь20 - g20 -и 168 - cos п СО5 и, (92) 

~ = vз + 3 cos и. (93) 

Таблица V содержит значения величин (90) - (93) 
для различных углов и. Параллели отображаются на 
онружности, радиусы нuторых вычислены согласно (89) 
для северного и южного полушарий и приведены в таб
лице Vl. !\роме этого таблица VI содержит средние 
значения радиусов соответствующих параллелей обоих 
полуша ри:й. С равнение этих средних значений с радиуса
ми изображения параллелей (в случае равномерно намаг
ниченного шара) приводит нас н следующему выводу: 

Осповн,ой образ .магпитного распределения Земли 
обладает теми же критическими плосfi,остями, что 
и равпомерно намагничпи-tый шар, причём отображе
пие равпоме рного nамагпичивапия, равносильно среднему 
а рифметuческому из севе рпого и южного отоб ражепий 
осnовного об раза. 

§ 27. Отображение деформированного специаль
ного образа. Этот образ составлен из членов, имеющих 
своими иритичесними плосностями плоскости ис, 1t - ис, 

rде ис === 54°44'8" ,2, илщ близние н последним" 
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Таблица У 
--- - -- --~---

и lg ;JJ 

---- ---------

10° 

30° 

50° 

60° 

70° 

80° 

о 
0,31572 

0,09496 
0,31572 

0,18703 
0,31572 

0,27342 
0,31572 

0,35151 
0,31572 

0,41889 
0,31572 

0,44656 
(),31572 

0,47424 
0,31572 

0,51386 
0,31572 

0,53854 
0,31572 

0,54684 
0,31572 

о 
-0,01175 

0,00875 
-0,00848 

0,01724 
0,00038 

0,03323 
0,01232 

0,05196 
0,02280 

0,07708 
0,03163 

0,07202 
0,03320 

0,07370 
0,03307 

0,05332 
0,02723 

0,04697 
0,01545 

0,0191? 
о 

0,6750539 

0,6708486 

0,6581259 

0,6365007 

0,6053158 

о, 5635423 

0,5395906 

0,5094848 

0,4406116 

0,3527419 

0,2385606 

Эти члены опреде:Iяются следующими ноэффициеп
тами (см. § 25): 

1) Члены с нритичесними плосностями 

и\10 ), т:-- и\10 ), причем и\10 ) = 55°40'50"; 

они содер1нат ноэффициенты I' 10 и I, 30 • 



Значения р ддя центрического основного распределения 

-----

1l 
о') 20::1 30) 40') 50() Uc 60° ?00 

- -- ---~ -
1 

1 

1 

' 
1 

Северное 1 

полушарие .. о 14' 199 21,5R8 29,574 39,086 42,904 48,617 59,Уб2 

Южное 
1 

по.1ушарпе .. о 11,830 18,283 25,375 32,869 38' 270 1 43,844 57,880 
1 

1 
----- --- -----

1 

1 

Среднее 
. .1 о 19,935 :и1аqение 13,014 27,474 35,97? 40,58? 46,230 58,921 

l:-'ав:юмерно 
намагничен-

ныи шар ... о 13,0 20,0 2?,б 36,2 40,&25 4б, !1:. 59,2 

Таблиц а VI 

1 80° 90° 1 

1 

78,477 103,505 

72,ббб 96,494 

?5,5?1 100,0 

75,8 100,0 

о 
::r 
о:: 
~ 

~ 
("') 
("') 

~ 
tij 

J;;;;j 
о 
tD 
> 
= :s: 
;:р 

~ 
> 
'"':1 
::х: 
~ 
~ = 
~ 
~ 

о 
~ 
"С 
> 
CiJ 
о 
tD 

~ 
00 ..... 
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2) Члены с критическими плосностями 

иl20 >, 1r-u\20>, причём и\20)=54°12'40''; 

содержат ноэффициенты Г 20 и Г 40• 

3) Согласно § 25 члены с нритичесними плоскостями 

содержат: 

во-первых, -коэффициенты Г 42 и Н22 • При этом полу
чается: 

Г42 c~s 21" + Н42 sin 2), = Е42 sin (2\ - 70°6' 40"), 
и 

lg Е42 =0,3223620-2; 

во-вторых, -коэффициенты gн, h 11 , g~ 1 , h31 , .которые 
согласно (72) связаны переходной формулоl'1 

9 
[! 11=2 

и вычисляются по формулам (67). 
Они весьма близни н -коэффициентам 

l'н, Н11' Гз1, Нз1· 
Получаем: 

g 11 == 0,009545; 

g31 == ~ gll = 0,042952; 

или 

ll11 = -0,001272; 
9 

/z 31 =2 h 11 == -0,005724; 

gll cos ), + h11Sin ), ==E11Sin (1, + 97°35'30"), 

g31 cos /, + h 31 sin 'л = Е31 sin р, + 97°35'30"), 

lg Е11 =0,9835961- 3, 

lg Е31 =0,6368086- 2; 

в-третьих, ноэффициенты g21 , h 21 , g41 , Ji'lr 1, ноторые 
сог;rасно (72) связаны переходноi'1 формулой 



ОПЫТ ИССЛЕДОВАНИЯ МАГНИТНЫХ ОБРАЗОВ 283 

и вычисляются по формулам (67). Они весьма близно 
совпадают с ноэффициентами 

Г21' Н21' Г41, Н41· 
Мы получаем: 

g21 = -0,036209, 
7 

g41 = б g21 == - 0,042244, 

или 

h21 = - 0,000363, 

h41 = ~ h21 = -0,000423, 

g21 cos Л + h21 sin ) ... =Е21 sin (Л + 89°25'30"), 

g41 cos Л + h41 sin Л. = Е41 sin (f, + 89°25'30"). 

Таи нан ноэффициенты Е21 , Е41 отрицательны, то 
мы пишем: 

(-) 
lg Е21 =0,5588165- 2; 

(-) 
lg Е41 ==0,6257632- 2. 

Все остальные члены принадлежат энваториальной 
и двум полярным плосностям, служащим нритичес:кими 

плосностями, и не могут вследствие этого принадлежать 

определяемому образу. 
Ввиду того, что этот uбраз не обладает единообраз

ными :критичесними плосностями, мы не моа~ем восполь

зоваться формулой (VII) для его отобраrнения. Вместо 
неё мы возьмём общую формулу (II'). Чтобы восполь
зоваться ею, необходимо подсчитать выражения: 

для разных значений и и ), , учитывая при этом при

водённые выше ноэффициенты. Для этой цели служат 
таблицы VI 1, VI I I 11 IX. К этим таблицам необходимо 
сделать следующие замечания. 

Ес;r:и перед :канай-либо величиной или рядом стоит 
знан ±, то это значит, что для северного полушария 

н~обходимо прибавлять эту величину, для южноrQ -
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вычитать. Что насается знака самой величины, то он 
указан в вертинальных рядах перед самой величиной. 
r.:сли же в таблице приводится не сама величина, а её 
логарифм, то знак лога рифм:ируемого числа занлючён 
в скобки и стоит перед логарифмом или над ним. Если 
знак не указан воо·бще, то величина считается всегда 

<> 

положительно и. 

С помощью этих таблиц составлены значенпя для 
100Х и 100Z, которые приводятся в таблицах Х и XI. 
Затем вычислены значения р по формуле (11 ') 

=- R (Х cos и + Z sin и) eos и 1 - Х 
Р Z cos и - Х sin и 

п сведены в таб;~пцу XII. 
Отображение по:.rюсов находят, вставляя в фор

м y:iy ( I I ') д.1я севе {}наго полюса значение cos и = 1, 
для южного cos и= - 1, а танже sin и =О. Тогда в силу 
того, что 

1 
cos и 1 = + -v- ' •) 

,) 

д.1я северного полюса 

fJ N === - R : с 1 - ;3); 
для ю1кного полюса 

s х ( 1 ) ~ =R z 1 --.13 . 

По нашим таблицам находим: 

N S 
z~ =О,57844, z = -О,60644. 

, J ± ( Е11 + : Е31) sin (/, + 97°35'30") \ 

"\ = - , + ( Е~1 + ~ Е4 1 ) sin (/, +89°25'30"), 

:ИнJ1,(н'r JY н верхнпii знаn: относятся ., севсрно~1у 
нодюсу, индеn:<-: S п нижннii зна1\ - I\ ю1-нномУ. 

~ i 
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Мы имеем: 

4 
Е11 + 

5 
Е31 =0,01113; 

4 
Е2 1 + 7Е4 1 = - 0,03723; 

п, нанонец, в миJ1лиметрах: 

?N == -{0,13474 sin ). + 1,91409 cos /.} = -А cos (), -01), 

р8 = -0,07644 sin 1~ + 3,36349 cos /"=В cos (Л. + 62), 

где 

ь l = 4о1'36" ' 
02 =.: 1°18'7"' 

А-= 1,9143 мм; 
в= 3,3642 мм. 

Следовательно, полюсы отобра;наются на онружнu
сти, диаметры ноторых равны А и В. Положение цен
тров определяется восточной долготоii 180°+О 1 =184 °1'36'' 
и западной долготой 02 • То-есть это - понцевые точни 
диаметров, выходящих из полюсов, т. е. точни пересече-

ния магнитных сил v Х2 + Z 2 ' действующих в полюсах, 
с нритичесними плосностями. Ввиду незначительности 
длин диаметров А и В деформация основного распре
деления приводит и малым противоположным друг другу 

сдвигам полюсов. 

На схеме VI (северное полушарие) и VII (южное 
полушарие) приводится отображение деформированного 
основного распределении, составленного на основании 

таб.тп1цы XII. Пуннтирные линии соответствуют парал
лелям, лежащим между полюсами и нритичесной пло

сностью; сплошные относятся R тем, ноторые лежат 

между нритичесними плосностями и плосностью эква

тора. Критичесние параллели тоже отображены. 
Из формул (12), (18), (70) и (72) получаем для потен

циала деформированного основного распределения на 
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поверхности шара следующее выраiнение: 

- ~· =1\0 соsи+Г20 (соs2 и- ~)+ 
+ Г 30 ( cos2 и - : ) cos 1i + Г 40 ( cos4 и - ~ cos2 и + ~ ) + 

+ Е11 sin (Л. + 97°35'30") ( ~ cos2 и+ i~) · sin и+ 

+ E 21 sin (Л. + 89°25'3()") ( ~- cos2 и+{) sin и · cos и+ 

+ Е42 sin (2}. - 70°6' 40") ( cos2 и- ~) sin2 11. 

§ 28. Симметричное восточнQ-западное распре
деление. Указанные в § 23, пун:кт 2, самостоятельные 
образы с коэффпцпентами у 30 = Г 30 - g30 , у 42 = Г42 - g42 
выро1:кдаются ввиду того, что g 30 = 11 

30 и g 42 = Г 42. 

Аналогпчно с образом 4), ибо у20 =-=у 40 =О. Оставшееся 
распределенпе согласно § 23, пун1~ты 3) и 5), можно 
связать толь:ко с двумя образами. Перейдём к построе
нию того из них, критическая плоскость которого совпа

дает с плоскостью экватора. 

в силу условий 

Упт=Гпт-gпт' Zпт=Нпт-llпт 

только не1\оторые коэффициенты, у.казанные в § 23, 3), 
будут иметь отличные от нуля значения, а именно: 

у 11 == + 0,015269, z11 = -0,058986; 
Уз1 = -0,003392, Zз 1 = + 0,013107, 

"(22 = 11

22 = - 0,005667, 

"{ 33 = г 33 = - 0,003270, 

"'(44 = Г44 = -0,000849, 

Z22 = Н 22 == - 0,012604; 

Z3з = Н 33 = - 0,005492; 

Z44 = 944 = - 0,000968. 
Потенциал этого распределения на поверхности будет 

равен: 

W~н = (0,015269 cos ), -0,058986 sin Л.) sin и -
- (0,003392 cos Л.-0,013107 sin Л.) ( cos2 и- ~) sin и-
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- (0,005667 cos 2Л + 0,012604 sin 2Л) sin2 и -

- (0,003270 cos 3Л + 0,005492 sin 3).) sin3 и -

- (0,000849 cos 4Л-О,000968 sin 4Л) sin4 и, (94) 

или сонращённо: 

W~II=[1, fjsinu-(3, 1J(cos2 u-})sinu-

- [2, 2] sin2 и - [3, 3] sin3 и - [ 4, 4] sin 4 и. 

Заметим при этом, что это выражение представляет 
сумму фуннций У1 , У2 , У3 , У4 данного распределенпя. 
Тогда на основании формул ( 15) и ( 16) 

00 

1 

2 [ 1, 1] - 4 [ 3, 1] ( cos2 и - ~ ) . 

== -- 3 [2, 2] sin и- 4 [3, 3] sin2 и s1n и; (95) 
1 - 5 ( 4, 4] sin3 и i 

1 дW1п 
х- -- . -- R ди -

[ 1, 1] - [3, 1] { ( cos2 и - ~ )- 2 sin2 и} 
- 2 [2, 2] sin и_ 3 (3, 3] sin2 и cos и; (96) 
-4 [4, 4] sinз и 

У= - 1 . аw1п = 
R sin и д'л 

\ (0,015269 sin Л + 0,058986 cos Л) 

-(0,003392 sin Л. + 0,013107 cos Л.) ( cos2 и- ~} 
- 2 (0,005667 sin 2/, ~- 0,012604 cos 2Л) sin и · (97) 

- 3 (0,003270 sin ЗЛ -0,005492 cos 3!,) sin2 и 

- 4 (0,000849 cos 4Л + 0,000968 sin 4Л) sin3 и 
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Рассматриваемое распределение обладает следующими 
свойствами: 1) значения потенциала на одном и том же 
меридиане для одинановых широт в северном и южном 

полушариях равны; 2) таним же свойством обладают 
составляющие Z и У магнитной силы; 3) на одном 
и том же меридиане, для одинановых широт в северном 

и южном полушариях, составляющие Х равны и про
тивоположны по знану. Но этот знан сохраняется в пре
делах четверти меридионального нруr а в :каждом полу

шарии; 4) составляющая У обладает в направлении 
v и 

параллелеи теми же своиствами, что и потенциал; 

Б) в полюсах значение потенциала и составляющей Z 
равны О; в плосhости энватора в нуль обращается 
соетавляющая Х. 

Для полного представления свойсrв этого распреде
Jiения для разных точеR поверхности вычислено значе-

W1п ('\ и 
ние выражения -В . " этои целью для восьми значе-

ний геогра1J1ичесной долготы были подсчитаны значенин 
символов [ п, т] и сведены в таблицу XIIJ. Затем 
с помощью этой таблицы были определены значения 

w 
_!!_I для величины и, лежащей мшнду 20 и 90°. Эти 

R 
и 

значения совпадают для северного и южного полушарии, 

если угол и отсчитывать от соответствующих полюсов. 

Значения W~п приведены в таблице XIV, причём не1-ю
торые из них после увеличения в 105 раз нанесены 
на схему VII I. 

Эта схема поназывает (если вспомнить правило зна
ков для потенциала), что мы имеем здесь дело с маг
нитным распределением, ось которого лежит в плос:кости 

экватора. Восточное полушарие примерно от 10 до 200° 
восточной долготы представляет собой область север
ного магнетизма, западное полушарие - область южного 
магнетизма. Поэто,му мы вправе назвать это распре
деление восточно-западным магнитпым распределе
нием. 
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Уnазанные выше свойства составляющих становятся 
понятнымп, если учесть, что ось распределения лежит 

в энваториа:1ьной п;~ос:кости. Вероятное положение этой 
оси становится определённым, если подвергнуть более 
дета~1ьному анализу рассматриваемое распределение. Мы 
ограничимся здесь толъно уназанием на то, что это 

распределение внлючает танже распределение равно

мерно намагниченного шара. Первый чле.н потенциала 
образуется с помощью функции: 

Р = ~з (0,015 269 cos Л -0,058 986 sin /.) sin и, (98) 

nоторая мо;-кет быть преобразована в следующую: 

где 

" 
причем 

вз 
Р = - 2 Acos б, 

r 

cos (j = cos (/. + z) • sin и, 

lg tg г = 0,586 9383, 
е = 75°29' 10'', 

Jg А= О, 784 83 145-2, 
А= 0,060931. 

(99) 

Соотношение (99) - это не что иное, nак потенциал 
равномерно намагниченного шара, ось ноторого лежит 

в плосностп экватора и имеет западную географичесную 
долготу s. От этой оси отсчитывается угол fJ. 

Южиый полюс определяется ноординатами: 

90 0 ' • ( ) ' и = , 1, = s зап. . 

Учтём та1~1.ке по:~ожение рdдпуса _шара, I\оторое 
определяется ноординатами: 

и= 90°, ). = (90 - в) (воет.). 

П роведём через направление этого радиуса перпеп
динулярно н плос:кости энватора новую плосность, в но

торой, в направлении радиуса на север, будем отсчи-

19 Н. А. Умов 
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тывать новую географическую долготу l. Тогда полу
чим следующие переходные формулы: 

sin и cos (}. + г) = cos fJ, 
sin и sin (1, + э) == sin В cos l, 

cos и = sin е sin l, 

отнуда, далее, следует: 

sin и cos л. = cos б cos s + sin е cos l sin е' 

sin и sin Л. = sin 1
J cos l sin z - cos f1 cos г. 

Не привлекая этих формул, мы мо1нем вычислить 

Р W111 
значение R из первого члена выражения R . Эти зна-

чения представлены в таблице XV. В таблпце XVI 
даны значения оставшихся распределений; увеличенные 
в 105 раз, они показаны на схеме IX. 

§ 29. Перейдём теперь к описанию последнего оста
точного распределения, обладающего, в качестве кри-

.., 
тических плоскостеи, двумя полярными плосностями. 

Согласно § 23, 5), это распределение содерrнит ряд коэф
фициентов, которые определяются из соотношений: 

1n'n = Гn n-gmn' 

Xnri = Н пт-hпт· 
Это следующие коэффициенты: 

У21 = - 0,013 589, 
Х21 == + 0,013 362, 

'У з2 = Гз21 
Хз2 = Н з2t 

"f41= -0,011647t 
Х41 = - 0,011 454" 

"f4з= Г4з, 

/_43 = н 43• 

Заменим это распределение на другое, ноторое мало 
отличается от данного. flетрудно видеть, что ноэф
фициенты у41 , z41 и у21 , z21 попарно имеют почти оди
наковые численные значения. Поэтому будем считать, 
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что истинные средние значения этих ноэффициевтов 
совпадают, т. е. 

121 = -х21 = -о,01з 4 75, 
У41 = /.41 == -0,011 550. 

Находим потенциал на поверхности земли W 1v из
соотношения: 

~v = -0,006737(cosЛ-sin),)sin2u-

-0,005 775 (cos ). + sin Л) ( cos2 и - ; ) sin 2и-
- (0,013 928 cos 2Л + 0,000 221sin2Л) sin 2и · sin и -t-
+ (0,003 421 cos ЗА+ 0,002 560 sin ЗЛ) sin 2и · sin2 и, (100) 

.. 
илп сонращеппо: 

W~v = { -[2, 1]-[4, 1] (cos2 u- ~ )-

- [3, 2] sin и+ (4, 3] sin2 и } sin 2и. 

Можно та~оне записать: 

[2, 1] == 0,019 057 cos (Л + 45 °), 
[ 4, 1] = 0,016 334 cos (Л - 43°). 

Мы видим, что потенциал W 1v, взятый для точен, 
имеющих ту же долготу и одинаковые широты в север

ном и южном полушариях, равен по абсолютному зна
чению и противоположен по знану для таних точен се

верного и южного полушарий. В плосности энватора 

и на полюсах потенциал W1v всегда равен нулю. 
Таблица XVII содержит значения символов [п, т] 

для разной географичесной долготы, таблица XVIll -
w 

значения ~v . В южном полушарии угол и отсчиты-
вается от южного полюса. 

19* 
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На схеме Х представлена мернаторсиая проеиция 
земной поверхности, причём внлючены и .т~инии нуле-

... 105 W1v 3 ( вого потенциала и ряд значении . R . нан + ) 
соответствует, по нашему предположенпю, Юi-нному маг

нитному распределению, знан ( - ) - северному. На че р
·теже они обозначены бунвами N и S. llаиболее прием
лемым явилось бы объяснение этого распределения с точ
ки зрения элеитричеених тонов, ноторые существовали бы 
в указанных областях и отмеченных стрелнами. 

Далее, согласно известным формулам имеем: 

Z 
_ . - 3 [ 2, 1] - 5 [ 4, 1] (cos2 и - ~ \) i . 

2 - ISlll и. 
- 4 [3, 2] sin и+ 5 [ 4, 3] sin2 и 

Величина Z обладает теми же свойствами потен
циала, ноторые быJiп отмечены выше. Z обращается 
в нуль на полюсах и в экваториальной плосности. 

Х = { - [4, 1] sin 2и + [З, 2J:cos и- [4, 3] sin 2и} sin 2и + 
+2 { [2, 1] + [4, 1] (cos2 u- ~)+ 

+ [3, 2] sin и- [4, 3] sin2 и} cos 2и. 
Составля1ощая Х обладает различными значениями 

для точен, симметричных плосности э.кватоµа; на полю-.. 
сах и в плосности экватора ее значение отлично от nуля. 

Отображение на полярные плосности может быть 
осуществлено с помощью формулы (II'), в ноторой cos и 1 
полагается равным ± 1. 
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- о, 01378 
(+) 

lg дА40 = 
ди 

= о' 602681 о - 1 

- о, 00937 
( +) 

1 дА40 
g аи -

= 0,4354228 - 1 

( +) 0,0817038 - 2 
(-) 

1 дА41 
g ди с:: 

= 0,4559406- 1 

(-) о, 1322682 - 3 

1 дА41 
g ди -

·= о' 5065050 - 2 

(-) о, 1253128 - 2 

1 аА41 
g аи -

=о' 4995l-i9б - 1 

(-) 0,0680090 - 2 
(-) 

1 аА•2 
g аи -

=о, 7456470 - 1 

(-) 0,0889265 - 2 
(-) 

1 дА42 
g ди -

=о 7665645 - 1 

(-) 0,8~12426 - 3 
(-) 

1 дА4z 
g ди -

= 0,5688806- 1 

-1 1 1 1 1------------

- 0,01l162 

90Q l дАзо _ 
g ди -

=О, 7781513 - 1 

- (1:) 

аАз1 --со lg аи -

о 

--со lg -

(-) 0,2577850 - 2 

1 аА.н 
g ди -

= 0,6320218 - 1 

-оо 

дА4а --со 
lg ди -

о 
:::3 
о: 
~ 

~ 
(') 
("j 

~ 
trj 
):;i 
о 
tJj 

> 
= :::: 
~ 

~ 
> 
""1 
:I: 
=:;: 
~ 
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е: 
~ 

о 
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Табл п ц а IX 

). lg sin (Л--f-97°35'30'') Jg sin (А+ 89'23'30") / 1g sin (2А- 70°6'40") 
1 

+ + -
о 9,9961765 9,9999781 9,9732914 - f + -г -

10 9,9791998 9,9940974 9,8849593 -
+ + -

20 9,9475665 9,9745474 9,7004255 ! 

-
+ + + 

30 9,8989326 9,9400179 9,2444197 - . ' 
+ + + 40 9,8289239 9,88?8741 9,2348666 -
+ + + ' 

50 9,72~1239 9,8132092 9,6975080 -
+ + ...L 

1 

60 9' 581158'1 9,7064325 9,8835459 -
+ + + 

70 9,3321907 9,5458428 9,9726784 
-

+ + + 
80 8,62Н4661 9.2636892 о 

-
- + + 

90 9' 1209430 9,00153/~J 9,9732914 
-

~ - + 
100 9' !1803394 9,2141983 9,88~95~3 
- ---- - + 
110 9,6657R77 9,5218865 9,7004255 - - - + ' 
120 9,7853511 9,6913325 9,2444197 
-

- - -
130 9,8682665 9,8028200 9,2348666 -

- - -
140 9,9264711 9 '880559~~ 9,6975080 
-

- - -
150 9,9659025 9,934.9850 9,8835459 
-

- - -
160 9,9897350 9,97J3747 9,9726784 
- - - -
170 9,9996162 9,9925604 о 
- -- -
180 9,9961765 9,9999781 9,9732914 

" 
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Та б ;r и ц а IX (продолжепие) 

А lg sin (). + 97°35'30' ') lg sin (Л + 89°25'30") lg sin (2Л -70"6'40") 1 

- - -
190 9,9791998 9,9940974 9,8849593 -

- - -
200 9,9475665 .9, 97Ч5474 9,7004255 
-

- - -
210 9,898~326 9,9400179 9,2444197 
-

- - + 
220 9,8289239 9' 8878741 9,2348666 -

- - + 
230 9,7291239 9,8132092 9,6975080 
-

- - + 
21.0 9' 581158'1 9' 706!(325 9,8835459 -

- - + 
250 9.3321907 9,5458428 9,9726784 

-
- - + 

260 8,6234661 9,2636892 о 
-

+ - + 
270 9' 1209430 8,0015379 9,9732914 

-

+ + + 
280 9,Ч803394 9,2141983 9,8849593 
-

+ + + 
290 9,6657377 9,5218865 9,7004255 -

+ + + 
300 9' 7853 511 9,6913325 9,2444197 
-

+ + -
310 9,8682665 9,8028200 9,2348666 

-

+ + -
320 9' 9264 711 9,8805593 9, 6975080 
-

+ + -
330 9,965902:> 9,9349850 9,8835459 

-
+ + -

340 9,9897350 9,9713747 9, 9726784 
-

+ + -
350 9,9996162 9,9925604 о 

1 
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Зва чепия ве:1ичип 100 Х. 

и 1 Восточная 

северн. 1 оо 1 30° 1 60;) 
1 

90v 1 120" 
1 

о 
20 + 9, 174 + 8,624 + 7' 700 + 7 ,233 + 7 '453 
30 +11,049 +13' 646 +12,120 + 12' 303 +12,612 
40 +19,499 + 19 ,237 +18,685 +18,033 + 17 ,468 
50 +25,412 +25,610 +24 '788 +25,151 +24, 080 
60 +26, 982 +28,049 +29' 148 +29,425 +28,840 
70 +30, 797 +31, 595 +32,711 +32, 002 +31, 941 
80 +31,716 +32,359 +33,392 + 32' 499 +33, 918 
90 +31,223 +31,458 +32,113 +33 '016 +33, 924 
80 +28 ,688 +28 ,547 +29,044 +31,999 +32,654 
70 +24 ,473 +24,355 +25' 151 +27 ,490 +31, 005 
60 +24,4!12 +20, 787 +21,874 +24,~37 +28 '216 
50 +16, 924 +16,936 +17,572 +20, 049 +21, 297 
40 +18,535 +18,659 +18,819 +18,607 +18,956 
30 +16,313 +16,Ч91 +16,354 +15,269 +14 '054 
20 +15,852 +15' 532 +14,012 +11,117 + 7,515 
о 

1 

южн. 

Значения величин 100 Z. 

и В )Сточная 

северн. оа :~оа 60.) 90-=> 1 :..:оа 

о 
20 +53 ,547 +54' 177 +55,52~ +56.246 +56,020 
30 +50, 767 +51,831 +53' 74~ +54, 894 +54, 769 
40 +50, 551 +48, 535 +50' 601 +51,578 +so, 961 
50 +41,380 +42,467 +4~,144 +44,81r) +44, 083 
60 +32 '991 +33 ,545 +34, 233 +32 ,692 +з1., 641 
70 +22,254 +22, 157 +23' 391 +22, 652 +23,306 
80 +10,175 +11,364 +11,881 +16,903 +11, 023 
90 - 2, 140 - 2,979 - 3,758 - 3,229 - 1,3li5 
80 -12 943 

' 
-13,220 1' ... 9~ - '-i,J ) -10, 9!15 -13 245 

' 70 -21,402 -21,855 -21,617 -23,728 -24 li56 
' 60 -2?,381 -2?,609 -29,055 -33 !:1:33 

' 
-34,889 

50 -31,750 -32,001 -34,086 -38' 591 -44,!:.123 
40 -38,983 ~36,219 -39,223 -45,220 -52,853 
30 -40,77~ -41,685 -45,312 -51, 784 -60,573 
20 -46, 789 -47,855 -51,269 -57,374 -62,930 
о 

южн. 
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Таблица Х 

Деформированное основное распре~еление 

долгота Л 
-, 1so 0 

, 180° , ~0:_1 240° 1 270° , 300° 1 330° 

1 ' + 7,833 + 7,688 + 6,952 + б,292 + 6,465 + 7,531 + 8, 735 
+13,209 +13,267/ +12,683 +11,980 +11,5691+12,254 +12,879 
+17,098 +16,989 +17, 153 +17,585 +18,215 +18,878 +19,376 
+22,387 +22, 9841 +23, 788 +25,842 +25, 709 +25, 778 +22, 989 
+28,019 +28,366/ +28,365 +30, 190 +30,347 +28,430 +27, 743 
+зо, 952 +31, 283.

1

· +32, 363 +33, 555 +33, 694/ +з2, 493 +з1, 174 
+33,бО'i' +з3,G8!i 1 +34,2з1 +з4,бб2 +з5,829

1
+зз,220 +з2,об? 

+34,592 +34,845, +34,610 +33,955 +33,052 +32,144 +31,476 
+34,595 +34,9921 +33,913 +31,982 +28,7531'+29,288 +28,911 
+33,944 +34,539; +32, 779 +29,675 +27,006 +25,699 +24,638 
+31,269 +32,38~: +30,457 +26,972 +23,896[+22,008 +21,153 
+21,632 +23,0481 +21,634 +21,770 +19,5231+20,714 +16,059 
+18, 926 + 18, 885 + 18, 859 + 18, 819 + 18, 88~ + 18, 606 + 19, 024 
+12,787 +12,479 +13,295 +14,65! +15,967 +16,188 +16,233 
+ 4,643 + 3,850 + 5,456 + 8,560 +11, 749 +14, 065 +14,553 

Таблица XI 
Деформированное основное распределение 

долгота Л 

1 150° 1 180° 1 210° 1 240° 1 270° 1 300° 1 330° 

+57' 146 +57' 601 +58,361 +58, 721 +57' 856 +56, 158 +54, 314 
+54,585 +54,693 +56,067 +57' 152 + 56, 562 +54, 249 +51, 435 
+~9, 990 +46, 975 +51, 929 +53, 518 +53' 186 +50,855 +48, 202 
+45,435 +43, 222 +44,683 +46, 140 +~6, 055 +44,239 +39, 75Н 
+34,334 +34,337 +35, 075 +35, 650 +37' 362 +34, 571 +33,281 
+23,896 +21, 804 +22,073 +22, 143 +22, 800 +22, 512 +22, 374 
+12, 573 +12, 901 + 9,048 +10, 125 + 15, 753 + 9,389 + 9, 999 
+ 0,550 - 1, 909 - 1,526 - 2,437 - 3,637 - 3,224 - 2,300 
-12, 103 -11,793 -10,998 -14,157 -18, 111 -14,055 -13, 137 
-24,882 -25,062 -24, q75 -25,665 -23,636 -22,542 -24' 664 
-36, 979 -38, 315 -36, 795 -33, 761 -28, 987 -28, 923 -27,819 
-47,007 -50,664 -47' 865 -!12,646 -37,554 -34,171 -34,821 
-58,994 -57,381 -57' 197 -50,569 -43, 895 -39, 211 -36 69'1 

' -65,409 -67,425 -64,081 -57,456 -50,424 -45,073 -42,235 
~67,ббО -69,039 -66,583 -61'457 -55,664 -50,868 -47,850 
. 

Н. А. Умов 
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20 13,516 
30 23,753 
40 30,118 
~10 32,548 
60 39,261 
70 ~ 7' 084 
80 77,211 
90 103,957 
~о 96,043 
80 70,962 
70 51,215 
60 21,333 
50 45,674 
40 23,019 
30 13,51~ 
20 5,155 

JОЖН. 

Та G JI 1r ц а ХН 

Значения r· Деформированное основное распределение 

1 

30° 60° 90° 

14' 1()1 15, 0'L3 15,478 
26,637 23,355 23,427 
29, 34 9 31,243 32,536 
~-{4' 858 41, 924 41,971 
42,293 4'1.' 518 50,181 
60,436 59,65У 59,995 
75,77Р. 75,047 73,592 

105,467 106,756 105,647 
94,533 93,244 94,353 
70,371 68,411 76,209 
49,887 52, 00!1 51,868 
28,652 23' 22't 16,096 
·'15,879 47,627 47,312 
HI, 222 22,674 28,235 
13,603 15,787 19,658 

-1,048 8,558 12,287 

Восточная долгота Л 

1 
1 
1 
1 

120° 
1 

150С) 
1 

1 
1 
1 

15,278 15,094 
21,539 22,570 
32,986 32,965 
44,014 50,016 
41,724 38,941 
56,241 56,788 
77,011 74,690 

102,289 99,082 
97,711 1(Ю,918 
73,140 75,844 
55,922 58,759 
37' 518 '*:~, 690 
51,183 52,668 
31, 94 7 34,340 
23,022 24,853 
15,890 18,127 

1 
2 
3 
4 
4 
6 
7 

10 
9 
7 
5 
4 
5 
3 
2 
1 

180° 1 210° 1 2'10° 1 270° 1 300° 1 :380J 

1 
1 --------! 

5,461\ 15,905 16,!138 16,286\ 15,229 14,oor.\ 
2,476 23,344 24,154 24,408 23,334 22,069 

,7119 33,?61 33,889 32,998 31,120 28,ьбО 
5,81!.t 49,5!18 42,131 42,39J 38,612 39,348 
0,673

1 

37,564 43,755 38,237 110,054 41,R95 
о, 518. 61, 248 62, 259 61, 478 60, 763 59, 463 
't,818 79,823 78,543 71,578 79,005 77,6271 
3,164

1

100,631104,144106,353105,79110~,219j 
6,836\ ~9,369 95,856 93,647 94,209 95,7~11 
6,4441 77,045 89,556 61,8!10 69,513 70,8021 
9,127 57,305 51,766 51,177 51,065 34,3181 
3' 643 40, 952 35' 597 40, 390 25' 911 25' 788, 
3,072 53,2601 49,121 47,163 34,21!.t 52,574 1 

3,825 33,790 31,046 26,990 23,096 19,0041 
5,323 24,283 21,826 11,582 12,664 15,086: 
8,679 17,548 15,012 11,653 10,94() 7,163 1 

1 

w 
о 
ф 

::с . 
> . 
~ 
rs:: 
Q 
tD 



t:.,:) 
с 

* 

-

Л 

(1,1] 

-[3' 1] 

-[ 2, 2] 

-L3,3] 

-[4 ,4] 

и 

90° 
80 
?О 
60 
50 
40 
30 
20 

1 о 

1 

О,0152? 

-0,00339 

-0,00567 

-0,00327 

-0, 00085 

+О,00616 
+0,00620 
+о, 00628 
+О,00622 
+О,00608 
+О,00563 

. +0,00483 
+О,00366 

90 180 

-0,05899 -0,0152? 

-0,01311 +О,00339 

+0,00567 -0,00567 

+О,00549 +О,00327 

-0,00085 -0,00085 

-О,0!1606 -о' 01920 
-0,04596 -0, 01880 
-0,04550 -0,01757 
-0,04432 -0,01568 
-О 041.-5'* t -0,01331 
-0,03753 -0, 01059 
-0,03105 -О ,00777 
-0, 02227 -0,00498 

2?0 45 135 

+О,05899 -0, 03091 -0,05251 

+0,01311 +О,00684 +О,01166 

+о, 00567 -0, 01260 +о, 01260 

-0,00549 -0,00157 -0,00619 

-О, 00085 j +о, 00085 +о, 00085 

-w 
Значения 111 

R 

+О,06370 -0,04565 -0,04758 
+о, 05536 -0,04610 -0, 04655 
+О,05420 -0,04268 -0,04360 
+О,05185 -0,04394 -0, 03452 
+О,04791 --0,03095 -0,03343 
+О,04191 -0,02396 -0,U2713 
+0,03380 -0,01698 -0,02064 
+О,02359 -о, 01055 -0, 01410 

Т а б .n и ц а Xl 11 ~ 
. 

225 315 

+О,03091 +О,05251 

-0,00684 -0,01166 

-0,01260 +о, 01260 

+О,00157 +о, 00619 

+о, ooos5 +О,00085 

о 
::::3 
е: 
""3 
:::;;: 
С') 
С') 

~ 
tt:1 
~ 
о 
Q:j 

> 
:з:: 
=:;: 
:с 

Таблица XIV ~ ...... 
-~-------- -

+0,02210 
+О,02166 
+о, 02042 
+о, 02505 
+О,01617 
+о, 01354 
+0,01068 
+о, 00761 

-- ---

+о, o7t148 
+(), 07259 
+о, 06718 
+О,05'138 
+О,04879 
+о, 03785 
+0,02704 
+0,01704 

r 

> 
~ 
::t: 
=:;: 
~ 
::х= 
е: 
х 

о 
tl'1 
"tj 

> 
OJ 
о 
Q:j 

w 
С> 
'-.] 



~ о 90 180 270 

20 +О,00522 -0,02018 -О, 00522 +о, 02018 
30 +О,00764 -0,02950 -0, 00764 +о, 02950 
40 +о, 00982 -0, 03792 -0, 00982 +О,03792 
50 +О,01171 -о, 04520 -0,01171 +о, 04520 
60 +о, 01322 -0,05109 -0,01322 +О,05109 
70 +0,01435 -0,05543 -0,01435 +О,05543 
80 +О,01510 -0,05809 -0,01510 +О,05809 
90 +О,01527 -0,05899 -0,01527 +о, 05899 

1 

20 -0,00156 -0,00209 -0,00024 +о, 00341 
30 -0,00281 -О, 00155 -0, 00013 +о, 00430 
40 . -0,00419 +0,00039 -0,00077 +о, 00399 
50 -0,00571 +О,00336 -0, 00160 +о, 00271 
60 -О,00700 +О,00677 -0,0024.б: +О,00077 
70 -0,00~07 +О,00993 -0,003221 -0,00123 
80 -0,00890 +0,01213 -0,00370' -0,00273 
90 -0,00911 +0,01293 -0,00393 +О,00471 

45 1 35 

. 
-0,01057 -0,01796 
-0,01547 -0,02626 
--0' 01988 -0,03375 
-0,02368 -0, 04023 
-0,02677 -0,04548 
-0,02906 -0,04934 
-0,03044 -0,05171 
-0,03091 -0,05251 

+0,00002 +О,00386 
-0,00151 +о, 00562 
-0,00408 +О,00662 
-0, 00727 +О,00680 · 
-0,01717 +o,01u96 
-0,01362 +О,00574 
-0,01566 +О,00516 
-0,01474 +О,00493 

Таблица XV ~ 

225 315 

+О,01057 +О,01796 
+0,01546 +О,02626 
+О,01988 +О,03375 
+0,02368 +О,04023 
+О,02677 +О,04548 
+о, 02906 +О,04934 
+О,03044 +О,05171 
+О,03091 +О,05251 

Таблица XVI 

. 1 

-0, 00296 -0,00092 
-0,00478 +о, 00078 
-О,00634 +О,00410 
-0,00751 +о, OOR56 
-0,00172 +о, 00890 
-0,00864 +о, 01784 
-0,00878 +О,02088 
-О,00881 +о, 02197 

00 

= . 
> . 
~ 
1( 
о 
tr 



' Восточная долгота Л 

о 90 180 270 45 

-[2, 1] -0,00674 +о, 00674 +о, 00674 -0, 00674 о 

-[4' 1] -0,00578 -0, 00578 +о, 00578 +о, 00578 -0,00817 

-[3,2] -0,01393 +0,01393 -0, 01393 +о, 01393 -0,00022 

+[4' 3] +о, 00342 -0,00256 -0,00342 +о, 00256 -0,00061 

и 

90° о о \ о о о 
80 -0, 00508 +о, 00694 -0,00430 +О,00244 +0,00084 
70 -0,00964 +о, 01245 -0,00718 +О,00437 +0,00116 
60 -0, 01321 +О,01555 -0,00775 +О,00541 +О,00069 
50 -0,01508 +0,01576 -0,00594 +О,00526 +о, 00072 
40 -0,01497 +о, 01446 -О, 00267 +о, 00318 -0, 00167 
30 -0,01274 +о, 00970 -0,00033 +О,00236 -0,00250 
20 -0,00882 +О, 00551 +о, 00270 +о, 00061 I -о, 00290 
о о о о 1 о о 

135· 

+о, 00953 

о 

+о, 00022 

+о, 00423 

о 
+О,00473 
+О,00866 
+О,01117 
+0,01200 
+О,01125 
+О,00927 
+о, ооб5О 

о 

1 

Та б ли ц а ·X4V1 l 

225 315 

о -0,00953 

+о, 00817 о 

-0,00022 +0,00022 

+о, 00061 -0, 00423 

Та блица XVIII 

о о 
-0,00098 -0,00466 
-0, 00143 -0,00840 
-0,00103 -0,01083 
-0,0010б -0,01166 
+О,00139 -0,01097 
+о, 002зо -О, 00907 
+о, 00280 -0,00640 

о о 

о 
~ 
Е: 
1-1 

:s: 
('") 
('") 

i 
tlj 
> 
~ :s: 
;:Q 

~ 
> 
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:s: 
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Е: 
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о 
tл 
"tJ 
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о 
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ПОЯСНЕНИЯ К СХЕМАМ 

Схема 1. На мернаторской проенции земной поверх
ности нанесены значения составляющей магнитной сиJiы 
земли, параллельной земной оси. По обе стороны зн
ватора ломаной линией отмечена область, в ноторой эта 
составляющая направJiена на север (стр. 237). 

Схема II. Прямые, соединяющие точну О с верniв
нами многоуr ольнинов, пропорциональны средним зна

чениям потенциала для разных широт. Прямая 001 
показывает направление земной оси (стр. 239). 
, Схемы. III, IV, V представляют отображение вемной 
nоверхности на нритичесние плоскости для случая рав

номерно намагниченного земного шара. Одна точна ото
бражения является точной пересечения магнитной силы 
с критической плоснnстью. Таним же образом отобра
жены параллели. Сильно вытянутые кривые линии яв
ляются отображением действительного распределения 
земного магнетизма на поверхности земли: схема 111 
относится и части северного полушария над нритиче

сной плоскостью, IV- часть того же полушария ниже 
нритичесной плоскости, V- часть южного полушария 
nад южной нритическоl'1 плоскостью (стр. 242). 

Схемы VI, VII. Отображения деформированного, ос
новного распределения (стр. 285). 

Схема VIII. На мернаторсной проенции поверхности 
земли нанесены значения магнитного потенциала для сим

метричного восточно-западного распределения (стр. 288). 
Схема IX. Даны значения магнитноrо потенцИала 

распределения, которое получается после иснлючеция 

из восточно-западно~ о распределения равномерного на

матничивания (стр. 290). 
Схема Х. llредставлены значения потенциала пос~ед

него образа магнитного распределения земли (стр. 292). 
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ПОСТРОЕНИЕ ГЕОМЕТРИЧЕСКОГО ОБРАЗА 

ПОТЕНЦИАЛА ГАУССА КАК ПРИЁМ ИЗЫСКАНИЯ 
ЗАКОНОВ ЗЕМНОГО МАГНЕТИЗМА 1) 

Наряду с усовершенствованием способов наблюде
ния и наноплением необынновенно большого и очень 
ценного наблюдательного материала, учение о земном 
магнетизме, сравнительно с другими физичесними дис
циплинами, подвинулось слитном мало в выяснении 

причин земномагнитных явлений п в отирытии про
стых, легно объемлемых числовых занонов. Причины 
таного застоя совершенно понятны. Харантеристини, 
служащие для определения магнитных свойств каного
нибудь места на земном mаре,-снлонение, нанлонение 

и горизонтальное напряжение-представляют в то же 

время и единственные величины, для ноторых могут 

быть разыснивае:мы нани:е-либо соотношения и зависи
мости от времени. Тание соотношения выражаются 
магнитными нривыми, представляющимися линиями 

чрезвычайно разнообразно изогнутыми и потому при
годными тольно для описания явлений. Выражение 
занонов этих нривых не может обойтись без детального 
перечисления всех тех мест земной поверхности, через 
ноторые идёт их течение. Совершенно ясно, что про-

1) Впервые напечатано в Трудах Отделения физичесних 
наук Москов,~ного общества любптелей естествознания, антро
пологии и этнографии, т. 12, вып. 1, 19011. 
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стые заноны могут быть отыснаны не ранее, нан будут 
найдены лишь немногие эJiементы, знание ноторых 
может заменить собой звание магнитных элементов 
бесчисленного числа точен земноii поверхности. 

Существует формула, до настоящего времени пред
ставляющая замечательную попытну выразить всё 

разнообразие земномагнитных явлений при помощи 
немногих ноэффициентов. Это есть гауссово разложе
ние потенциала земного магнетизма по сферичесним 
фуннциям. Оно содержит в себе 24 эмпиричесни опре
деляемых ноэффициента. В своём обычном виде потен
циал Гаус~а рассматривается нан эмпиричесная фор
мула, возможно близно воспроизводящая случайные 
ненормальности в магнитных свойствах земли, таи 
сназать погрешности, допущенные природой, ногда 
она одаряла нашу землю магнитными свойствами. 

Но таной взгляд на потенциал Гаусса мог бы иметь 
основание тольно после обстоятельной проверни, а та
ная проверна даёт ответ противоположный. 

В самом деле, известно, что сферичесная фуннция 
представляет собой геометричесний образ, имеющий 
неноторые оси (см. § 2), число ноторых определяется 
nорддном фуннции. 1-\роме того, наждой фуннции соот
ветствует неноторый момент, ноторый мы можем для 
.данного случая назвать магнитным ~оментол того же 

:порядна, канов порядон самой фуннции. Положение 
·осей .сферичесной фуннции п-го порядна и её магнит
ного момента п-го порядна определяется из 2п + 1 
эм:пиричесних постоянных, в неё входящих. 

Каждая из шаровых фуннций, входящих в потен
циал Гаусса, представляет магнитный потенциал осо
бого распределения. Изыснание соответственных линий 
равного потенциала на земной поверхности даст воз
можность распутать сложную нар тину, представляе-... 
мую нартами :тин:ии равного потенциала всего магнит-

ного состояния земли. Эти отдельные группы могли бы 
быть выделены и исходя из того вида шаровых фунн
ций, наной они имеют в потенциале Гаусса; но занон 
.их не мог бы быть установлен в своей цростой форме. 
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Между тем, преобразуя шаровые функции к их осям, 
МЪI получаем нрайне простые полярные уравнения ли
ний равного потенциала. Например, в случае шаровой 
фуннции 2-го порядна это уравнение выражается тем, 
что произведение носинусов углов радиус-вентора точни 

1<ривой с осями есть величина постоянная для одной 
и той же линии. 

Вместе с этим положение этих линий, осей и связан
ных с ними неноторых прямых оназывается имеющим 

отношение н неноторым особенностям магнитных свойств 
земли. Таи, например, биссентриса угла между осями 
шаровой фуннции 2-го порядка проходит через сере
дину области восточно-азиатсной магнитной аномалии, 
и границы этой области близно подходят н форме нено
торой линии равного потенциала для этой шаровой 
фуннции. 

Потенциал Гаусса рассматривался нан определяю
щий отнлонения от неноторого нормального потенциала, 
представляемого или потенциалом равномерно намаг

ниченного шара, или неноторым средним, определяе

мым по широтам статистичесним методом. В параллель 
таному взгляду на потенциал Гаусса мы можем при
вести подобный же из другой области. Он соответство
вал бы элементарному взгляду на поверхность свето
вой волны нан на собрание светящихся точен -перво
начальное воззрение Гюйгенса. В действительности 
световая волна должна быть рассматриваема не тольно 
составленной из слоя светящихся точен, но ещё иа 
двойного слоя центров сотрясения. Поэтому устране
ние шаровых фуннций из нормального типа земного 
магнетизма не имеет достаточных оснований. 

Против всего сназанного может быть сделано одно 
возражение, а именно, что степень точности ноэффи
циентов потенциала Гаусса зависит от принятого во 
внимание при их вычислении числа точен земной по
верхности. Тание неточности лишь тановы, что, на
;пример, угол осей шаровой фуннции 2-го порядна она
;3ался бы равным не 86°, а 88 или 84°; знание прложения 
осей даже при большей погрешности есть _у.же зц_ач.в-
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тельное n риобретение в смысле ясности и образности 
представления изучаемого явления. Значение неточ
ностей в ноэффициентах потенциала будет совершенно 
·Ничтожным для тех занлючений, ноторые основы
ваются на отношениях между ноэффициентами. 

Во веяном случае для исследователя в области зем
ного магнетизма они будут не более вредны, чем былв: 
неточные определения положения планет для Кеплера 

... " . u 
при установлении им нормальных занонов нашеи 

планетно:й системы. 
Точность величин ноэффициентов Гаусса имеет 

значение тольно при изыснании занонов изменения 
._, 

магнитных своиств земли с временем. 

Тание заноны должны управлять изменениями в от
носительном расположении осей шаровых фуннций 
и их моментов, что требует точного знания положения 
осей. Но начественно эти заноны могут быть выражены 
и должны выражать собою периодичесние отнлонения 
от нормальных условий. Относясь R небольшому числу 
величин, они будут обладать во веяном случае большей 
наглядностью,· чем многие из современных формули:.. 
ровон, нан, например, описание положения на земной 
поверхности нривых линий, отделяющих части земной 
поверхности, в ноторых направление стрелни снлоне

ния удаляется от географичесного меридиана, от ча
стей, в которых она к нему приближается. Мало того, 
получаемые результаты, изложенные в нонце работы, 

._, 
по своеи неожиданности выдвигают всю важность 

изучения веновых изменений земного магнетизма. Вы-
.... 

ражая их изменением положения осеи, из ноих одни 

очень мало меняют своё место, другие iHe подвержены 
очень значптельным перемещениям, мы приходим и 

._, 

взгляду на земнои магнетизм :каr~ на сово:купность маг-

нитных свойств, из ноих некоторые подвержены очень 
большим переменам. Таним образом самое суrндение 
о нормальном магнетизме земного шара может иметь 

._, 
место тольRо после изучения его веновых изменении. 

Реномендуемый здесь приём представляет собою 
нс что пное. 1.\ан построение геометричесноrо образа 
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· потенциала Гаусса. Геометричесние свойства этого 
образа раснрывают вместе с тем и заноны земного 
магнетизма. Заноны изменения этого образа с време-
·-нем представляют и зависимость от времени земно

магнитных свойств. Построение таного образа следо
вало давно выполнить, таи нан оно является желатель

ным дополнением и формуле Гаусса. Но оно ниноим 
dбразом не должно быть смешиваемо с употребляв
шимся уже приёмом построения поверхностей равного 
потенциала и отыснанием линий их пересечения с зем
ной поверхностью. 

Предполагаемый приём существенно пополняет на
ше знание земномагнитных свойств ещё и в другом от
поtпении. Определявшийся до сего времени магнитный 
-момент земли, благодаря принятому определению маг-

" -нитного момента, есть не что иное,нан момент mаровои 

фуннции 1-го порядна. Тольно он и определялся из 
.потенциала Гаусса. Между тем в общем случае для 
nознания магнитных свойств намагниченной сферы 
необходимо знать магнитные моменты всех тех шаро
вых фуннций, по ноторым развёртывается её потен
циал. Сообразно порядну фуннций, мы будем раз
личать магнитные моменты 1-го, 2-го, З-го и таи далее 
поряднов, причём до сих пор был вычислен для земли 
тольно магнитный момент 1-го nорядна. Решение пред
лагаемой здесь задачи делает излишней ту, ноторую 

" ставили неноторые магнитологи, а именно: наити 

:коэффициенты формулы Гаусса для любой системы 
координат и найти направление диаметра земли, по 
отношению и ноторому сумма членов П_?тенциала, зави

сящая тольно от угловых расстоянии от этого диа

метра, будет наименьшей. 
Потенциал земли развёрнут Гауссом по сфериче

сним фуннциям от 1-го порядна до 4-го внлючительно. 
Сумма всех поряднов равна 10, и таново число осей 
потенциала. Их положение определяется двадцатью 

· ноординатами; сверх того, мы имеем 4 момента, что 
·составляет всего 24 постоянных, ноторые и onpeдe
{lflIOTCfl по цвадцати четы:рё~ постоf!ННЫ~, содержащимся 
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в потенциале Гаусса. Не говорf1 уже о том, что новые 
постоянные имеют геометричесное значение, между 

ними обнаруживаются ещё соотношения, представлящ
щие небольшие отнлонения от неноторых чрезвычайно 
простых, ноторые мы можем считать типичными или 

нормальными и ноторые прямо не явствуют из извест

ных эмпиричесних но~ффициентов. 
Решение задачи изыснания осей шаровых фунн

ций представляет значительные трудности, начиная 
с шаровой фуннции 3-го порядна. Моё исследование 
зананчивается этой фуннцией, причём даны все необ
ходимые преобразования и уназаны её свойства и за
ноны, получаемые общими приёмами. Приближённое 
решение даёт узний пучон трёх осей, причём меридио
нальная плосность одной из них делит пополам уго~ 
между меридиональными плосностями двух остальных. 

Онончательное определение положения осей может быть 
- u 

получено тольно путем последовательных испытании, 

требующих значительного времени, и это дело я преnо
ставляю специалистам-магнитологам. 

Решение задачи значительно упрощается, если смо
треть на наждую шаровую фуннцию, входящую в по
тенциал Гаусса, нан на видоизменение неноторого нор
мального типа. 

Мы можем представить в этом случае наждую шаро
вую фуннцию нан сумму по меньшей мере двух шаро
вых фуннций того же порядна, причём для одной ·из 
них ось земли является многонратной осью того же 
порядна, наR и сама фуннция. Таной приём занонен 
при гипотезе, что магнитные свойства земли обусло
влены частью её вращением оноло прямой, совпадаю
щей с её географичесной осью. Добавочная фуннция 
представила бы математичесни выраженное влияние 
вращения земли, и мерой этого влияния был бы момент 
этой фуннции. Он представляет собой и меру унлоне
ния или погрешности, ноторую мы бы сделали, заменив 
задачу общую зад~чей о фуннции нормальной. Мы 
увидим, что подобная замена приводит лишь н малым 
р_азл_ичи;ям в решениях. _причём моменr .мноrонратной 



ГЕОМЕТРИЧЕСНИЙ ОБРАЗ ПОТЕНЦИАЛА ГАУССА 317 

ае:мной оси оназывается по своей малости близким 
R пределам допустимых погрешностей. Ниже мы при
водим подробное изыснание нормального типа шаровой 
фуннции 2-го порядна и шаровой фуннции, обусловли
ваемой вращением земли оноло её оси. Допусная таное 
разложение, следует признать, что носмичесное маг

нитное поле, в нотором развивалась наша земля, 

не было однородным, что, без сомнения, вполне 
вероятно: . 

Итан, основная мысль предлагаемой работы занлю
чается в том, что обширный материал, собранный 
в области земного магнетизма, может быть резюмирован 
положением и взаимным отношением немногих эле

ментов, представляемых осями и моментами четырёх 
потенциалов различных поряднов, из ноторых сла

гается потенциал Гаусса. 
В этом и занлючается построение геометричесного 

образа потенциала Гаусса, которое само по себе было бы 
желательным до;полнением н труду этого гениального. 

мыслителя. Много работы потребуется для раснры
тия занонов изменений этого образа с временем, но 
можно думать, что тольно она в состоянии выра

зить их в простейшей и наглядной математичесной 
форме. 

Зананчивая это вступление, я считаю своей обязан
ностью выразить нашему известному специалисту маг

нитологу профессору Эрнесту Егоровичу Лейсту мою 
глубокую благодарность за доставление мне необхо
димого материала и за сделанные им ценные уназания. 

r лав а I. ВВЕДЕНИЕ 

1. По Гауссу, магнитный потенциал земли в точне .. 
ее поверхности представляется выражением: 

v 
в=У1+У2+Уз+У,. (1) 

Здесь V означает потенциал, R - радиус земли 
и У п - сферичесную фуннцию п-го порядна. 
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Эти функции суть: 

У 1 == g 10A10 + (g11 cos Л + hн sin Л} А11 , (2). 

У 2 = g20A20 + ~ (g2 i cos iЛ. + h2i sin iЛ.) A2i, (3) 
i=1,2 

Уз=== g30A30 + ~ (g3 i cos iЛ + h3 i sin i)..) A3i, (4) 
i=1,2,3 

J14 = g4oA4o + 2] (g4i cos iA. + h4i sin iЛ.) A4i• (5) 
i = 1,2,S,4 

;, есть географическая долгота, считаемая от 0° до 360° 
от меридиана Гринвича на востон. Суммы распростра
няются на Члены с различными i, и Ан суть фуннции 
угла U, ДОПОЛНеНИЯ ДО широты Места, считая U ОТ 0_0 

до 180° от северного конца оси мира. 
Функции Ан имеют следующий вид: 

Таблица 1 

А10 = cos и, 

А20 == cos2 и -1/ з, 
.411 = sin и, 

А21 == cos и sin и, 

А . 2 
22=Slll U, 

А30 = cos3 и - 3 / 5 cos и, 

А31 = [cos2 и - 1/ 5 ] sin и, 
' 

А . 2 
32 = COS и Sln и, 

А ·з 
33 == Slll U, 

А40 = cos4 и - 6 
/ 7 cos2 и, 

_441 == [ cos2 и - 3 / 7] s in и cos и, 

А42 = [cos2 n- 1/ 7] sin2 и, 

А . 3 
43 =cosus1n и, 

А44 = s~n4 и. 

Коэффициенты g и h были выqислены для 1885 г. 
Неймайером и Петерсеном: 
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Таблиц а II 

1 

' 1 n=1 n=2 n=3 
1 

n=4 ' 

j 
1 

1 
р 

1'П0 +о,315?20 +о,оо79Об -0,024363 -0,034395 

gnl +o,024s14 -0,049?98 +О,039560 -0,030597 

gn2 -0, 00566? -0,027857 1 --0' 019754 

gпЗ -0,003270 +О,006842 

gn4 -0,0008~9 

!i n1 -0,060258 +o,012g99 +0,007383 -0,011877 
' 

hn2 -0,012604 -0,000443 +o,oo7t47 
-

hпз -0.005492 +о, 005121 

hn4 +О,000968 

2. Представим себе в пространстве некоторые пря
мые h 1, h2, ••• , hп, исходящие из одной точни. Пусть r 
есть расстояние· этой точни до :какой угодно точ.ки про
с.транства. Тогда 1) поверхностная шаровая фуннция п-го 
порядна представится выражением: 

rn· 1~ а д д 1 
у п = ( - 1 )n 1 . 2 . 3 ~ .. п дh1 дh2 ••• дhп r ; (В) 

п прямых h 1, h2 , ••• , hп суть оси этой фуннции. 
II роизвольная постоянная ~n есть момент функции. 

·Функция не содержит радиус-вентора r и зависит тольно 
·-от углов, образуемых этим радиус-вентором с осями, 
и от углов осей между собой. Если описать из точки 
-пересечения осей сферу радиусом, равным: неноторой 
длине R (радиус земли), то полученные точки пересе
чения осей с этой сферой будут полюсами шаровой 
поверхностной фуннции: момент on будем всегда считать 
'Положительным, чем определяется то направление осиt 

~от :которого отсчитываются образуемые ею углы с дру
тими прямыми. 

1) Мах w е 11, Electricity and Mngnetis:n, французский 
:перевод Seligmann-Lui, т. 1, гл. VIII, 1885 г., стр 226. 
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Воэьм:ём на сфере произвольную точку М и означll)( 
через P.J Rосинус угла, образуемого радиусом точни М 
с осью j. 

Далее, через Л.ii означим косинус угла между 
осями j и i. Тогда сферические поверхностные функции: 
до 3-го порядка вклюqительно будут представлены сле
дующими выражениями: 

у 1 = aiJJ-1, У2 = 82 (3/2'r1!J-2 - 1
/ 2Л12), 

Уз= гз (5 /2Р.1Р.2~з - 1/ 2 (r-1Л2з + fJ-2 Аз1 + f!з>..12)] · } (7) 

Мы видим, что определённый индеRс входит в Rаж
дый член только один раз и что число всех инденсов, 
содержащихся в одном члене, равно порядку п сфери

чесRой поверхностной фуннции. Члены содержат двоя
Rого рода Rосинусы: с одним и двумя индексами; послед

ние суть носинусы углов между осями. 

Мы означим через Л s число Rосинусов ),u, т. е. с двумя 
индексами, содержащихся в наком-нибудь члене. Число 
Rосинусов р. с одним индеRсом в том же члене будет 
потому, что сназано выше, равно п -2s, что означим 
через p.n-2s. 

Далее, представим символом 

~ (f.Ln-2•л s) 

сумму всех членов, содержащих Rаждый одина«овоо 
число р. и Л.; тогда выражение шаровой поверхностной 
функции п-го порядна будет следующее: 

У = S [ (- f)s (2п. -2s)! ~ ( n-2sлs)] 
п 2n-1п! (п- s)! ~ f1 ' 

где S есть знаR суммы. 
Каждая шаровая поверхностная фуннция п-го порядка 

содержит 2п постоянных, определяющих положение её 
n полюсов, и, «роме того, момент функции, в общем 2п + 1 
постоянных. Число этих постоянных уменьшается при 
совпадении некоторых осей друг с другом. 

Мы ставим себе ~адачей привести шаровые функции, 
«оторым:и выражается потенциал земного магнетизма, 

к виду выражений (7), с целью разыскания их осей. 
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Гл а в а II. ФУНКЦИЯ 1-ГО ПОРЯДНА 

3. Функция Гаусса 1-го порядна У 1 содер.tкит 3 по
стоянных, следовательно, такое же число, на.к и фунн
ция У 1 (7). Но эта последняя изобра.1нает поверхност
ный потенциал равномерно намагниченной сферы, ось 
ноторой образует не-который угол с земной осью. 

Означим ось фуннции У 1 через .А; пусть и 1 , /. 1 будут 
её полярные ноординаты (ноординаты её ю.1нного маг
нитного полюса); и, Л - полярные ноординаты наной
нибудь точии М на поверхности земли. Из сферичесного 
треугольника, вершины ноторого образуют точ1-\а М, 
северный географичесний полюс земли и полюс А, мы 
получаем: 

f.Lt = cos и cos и 1 + sin и sin и 1 cos (}, - Л 1). 

После подстановни этой ве;~ичины в У 1 (7) мы на
ходим: 

У1 =0 1 [cos и 1 cos и+ sin и sin zz 1 (cos Л cos Л 1 + sin )~ sin Л 1}] 

!fЛИ, пользуясь обозначениями таблицы II: 

У 1 = 81 cos и 1 А 10 +0 1 sin и1 (cos Л 1 соs Л +sin Л 1 sin Л) А11 • (8) 

Сравнение этого выражения с шаровой функцией 
У 1 ( 2) в потенциале Гаусса приводит нас н следующим 
соотношениям: 

g10 == 01 cos U1, gll == В1 sin U1 cos А1, h11 = al sin U1 sin )-.1, 

ii = g~o + gi1 -Т hi1, tg Л1 = hн. (9) 
gll 

Для определения положения магнитной оси земли 
и, по отношению н ней, момента земного магнетизма 
достаточно, по Гауссу 1), знания членов 1-го порядна 
в выражении V. Следовательно, момент зе wногu магне
тизма есть не что иное, наи момент R3r~ 1 нашей равномерно 

намагниченной сферы, магнитная ось ноторой есть А. 

1} Resultate aus cien Beobachtunge des magnetischen 
Vereins i.n Jahre 1838, S. 45. 

21 н. А. YM~Ji 
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Из (9) мы имеем, замечая, что sin Л 1 должен быть отри
цателен, а cos ), 1 положителен: 

~ 1 = 0,32237, )_А= - 67°37'6'' (западной 
llA = 11°39' 45". 

долготы), 

(1) 

Здесь при / ... и и введен индене А вместо инденса 
единицы. Таким образом, юап1ы1I полюс равномерного 
намагничения земного шара ;1сжит у северо-западного 

берега Гренландии, п поло.1нение равномерно намагни
ченного шара, ноторый всего более приближается 
по своим магнитным свойствам н свойствам нашей пла
неты, опре'деляется не осью вращения земли, а осью А. 

Гл а в а IП. ФУНl\ЦИЯ 2-ГО ПОРЯДНА 

Преобразование функции. Разыскание осей и l\Ю:\fента 

4. Фуннция У 2 содерiнит 5 постоянных, т. е. стольно, 
снольно их имеет шаровая поверхностная функция того же 
порядка с двумя различными несовпадающими осями. 

Для отыснания этих осей мы преобразуем фуннцию 
У 2 (7) к виду фуннции У 2 • Оси или полюсы этой функ
ции означим через В и С, а координаты их соответ
ственно через и 1 , Л 1 и и 2 , ), 2 • Мы nнесём в выражение 
У2 величины: 

f!i == cos и cos и 1 + sin и siп и 1 cos (А - Л 1 ), 
f-1 2 = cos и cos 11 2 + sin и sin и2 cos (J, - }.2), ( 10) 

), 12 = cos и 1 cos и2 + sin и 1 sin и 2 cos (t, 1 -- 1-2). 

Мы получим: 

У2 -= - ~2 [cos и 1 cos и2 + sin и 1 sin и 2 cos (), 1 -1-2)] + 
+ 3/ 2о 2 соs 2 и cos и 1 cos и2 + 3 / 2 i 2 sin и cos и Х 

{ 
cos ), (sin и 1 cos и 2 cos ) 1 + cos и 1 sin и2 cos ). 2 ) + } , 

Х + sin ), (sin и 1 cos и 2 sin ), 1 + eos и 1 sin и 2 sin },2) 
7 

cos 2 Л cos ), 1 cos 1 2 + 
+ 3 / 2 ~ 2 sin2 и sin и 1 siн и 2 + sin2 ), sin /, 1 sin ), 2 + . (11) 

_J sin Л cos /, sin Р-1 1- ),2) 
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В последний член этого выражения вставляем: 

2 , 1 + cos 2Л • 2 , 1 - cos 2Л 
COS /\. = 

2 
, 8 lfi А = 

2 
, 

вследствие чего он принимает следующий вид: 

{ 
cos 2)\ cos (), 1 + ),2) + } 

+ 3/ 482 sin
2 и sin и 1 sin и 2 + sin 2)\ sin ().

1 
+ Л 2 ) + 

+ 3/ 4о 2 sin2 и sin и 1 sin и2 cos Р-2 - Л1)· 

Мы присоединяем последний член этого выражения 
к первым двум членам формулы (11) и получаем, таким 
образом, сумму членов функции У2 , не зависящих от }._: 

-- cos и 1 cos и2 - sin и 1 sin и 2 cos (Л 1 - Л2) + 
+ 3 cos2 и cos и 1 cos п2 + 

+ 3/ 2 sin 2 и sin и 1 sin и2 cos р. 2 - ),1) 

Вынося здесь общим множителем sin и 1 sin и2 и вста
вляя 

sin2 и= 1- cos1 и, 

или 

~ sin и i sin и2 [ ct g и 1 ctg и2 - 1 / 2 сов ( Л2 - Л 1}] ( cos2 и - 1 / 3 ) 

И по таблице 1: 

3:J sin и 1 sin и2 [ ctg и 1 ctg и 2 - 1/ 2 cos (Л2 - Л1}] А2о· 

Принимая во внимание обозначения таблицы 1 и пола
гая 

М = t 2 sin и 1 sin и2 , 

ctgи 1 =x, ctga2 =y, 
/.2-Л1=Л, ),2+l ... 1=a, 

(12) 

21• 
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мы получаем окончательно: 

У2 = 3~ (ху- 1/ 2 cos д) А20 + 
3М + Т [ cos 'А (у cos ), 1 + х cos Л2 ) + 

+ sin ), (у sin ), 1 +· х sin ), 2 )] А21 + 
+ 3~1 ( cos 2), cos а+ sin 2Л sin cr) А~2 • ( 13) 

5. Приведя фуннцию У 2 н виду шаровой функции 
2-го порядна У2 ·в потенциале Гаусса, мы можем при
ступить н · сравнени10 ноэффициентов при A2 i в выраже
ниях обеих функций; мы получим следующие соотно-
шения: 

3~ g 20 == ху - 1 / 2 cos Л, ) 

2 
З.it.f g21 ==у cos Л 1 + х cos Л2 , 

3~ h2 1 =у sin ),1+xsin ),2 , } (14) 

4 
3М g 22 == cos '' 

4 h . J 3М 22=S1no. 

Из двух последних уравнений мы находим: 

tg 1 = h!.a = tg 65°47'30". ( 15) 
g22 

- - . 
Та.к иан М положительно, а g22 и h22 отрицательны, 

то sin :; и cos ; должны быть отрицательными. Поэтому 

/,1 + ),2 = 180° + 65°47'30" = 245°47'30" (16) 

и, далее, 

м = 0,018416. ( 17) 

6. Мы переходим теперь н определению х и у. Воз
вышаем в квадрат и складываем друг с другом второе 

п третье из уравнений ( 14); получаем: 

( 2 )2 ( 2 J )2 2 2 2 \ЗJ1 g2\ -t Зi\1 l21 =У + Х + ху cos Л. (18) 
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Полагаем: 

(3~g21)2 + (3~h21)2 =3,47126=А. (19) 

Первое из уравнений ( 14) даёт: 

4 
ЗМ g20 + cos Л = 2ху. (20) 

Из (18) и (20) составляем два следующих уравнения: 

А+ Сз~g20 + cos л) (1- cos д) =(у+ х)2 ,' 

А- с~ g2o + cos д) (1 +.cos Л) = (у-х)2 , 

отнуда, вводя новые обозначения С и S: 

Отсюда находим величины: 

(21) 

ноторые вносим во второе и третье из ураввений. ( 14); 
получа_ем: 

3~ g21 = s ( cos ),1 + cos ),2) +с ( cos ),1- cos ),2), 

3~ h21 = S (sin ),1 + sin f.2) +С (sin f. 1 - sin ),2). 

Мы заменяем здесь суммы и разности носnнусов 
и синусов их пропзпедения:ми по известным форму лам. 

Мы получим, припоминая смысл обозначений ~ и Л 
~12): 

2 s а л· с . а • д 
змg21= cos2cos 2+ s1n2 s1n2' 

2h s· а ~с а. д 
ЗМ 21 = s1n 2 cos 2~ со~ -2- s1n 2 . 

(~3) 
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Путём исилючения получаем далее: 

3~(g2 1 cos ; + h2,sin ; } = S cos ~ , ! 
2 ( • а h а) С . д 
ЗМ g21 Sln 2- 21COS2 = Slll 2- . 

Введём для сонращения следующие обозначения: 

9~. (g21 cos ; + h21 sin ; )2=1,88851 = т, 

9~1 (g21sin ;-h21 cos;)2=1,58275=n. 

Тогда получим из (24): 

или 

т 1 п 1 
ss 'с2 = 

тС2 + nS2 = C2S 2 • 

(24) 

(25) 

(26) 

Мы внесём в это выражение значения С и S цз (22) 
и введём ещё обозначения: 

1-cosЛ=z, 
4 

1 + зм g20 = 1,57238 = а. (27) 

Мы получаем: 

т [А - (а - z) (2 - z)] + п [А + (а - z) z] = 
= [А - (а - z) ( 2 - z)] [А + (а - z) z]. (28) 

Мы замеt~аем ещё, что по уравнениям (19) и (25) 

т+ п =А. (29) 

После преобразований уравнение (28) примет вид: 

(a-z) [zз - (а+ z) z2 --(А-2а) z + 2п] =О. (30) 

Одно из решений будет: 

Z= а. 

Три остальные содержатся в уравнении 

z3 
- t.XZ2 - ~z +у= О, 

(31) 

(32) 
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где положено: 

(L =а+ 2 =3,57238, 
~=А- 2а == 0,32650, 
у = 2п = 3, 16550. 

(33) 

Решение (31) не может быть принято, так нан оно 
даёт из уравнений (27): 

4 
cos А= -змg20 

и иэ первого из уравнений (14): 

ху = О, т. е. х • О или у = О. 
Мы получим, таким образом, для определения трёх 

величин, например у, /1. 1, Л2 , три первых уравнения ( 14) 
и уравнение (16), что невозможно. 

7. Мы переходим к решению уравнения (32). Пола-.. 
гая в нем 

(34) 

получаем: 

(35) 

Положим 

р= -(~+":)= -4,57973, 
~'1 2.13 3 

q=-y-з-v=-0,599 9, 
(36) 

тогда уравнение (35) будет: 

сз + р~ + q =0. (37) 

Мы видим из (36), что 
q2 рЗ 

4 + 2?-= - 3,467783 <о. 

Поэтому уравнение (37) имеет три действительных 
Rорня, которые и находим по изоостной методе. 



328 И.А.УМОВ 

Пусть 

lf Р3 

р = r- 27 = 1,8862, cos (!) ::= - ;р' (1) = 80°51 '30' '. 

Исттомые корни будут: 

зr- (!) 

2 JI ~ COS 3 , 2 
з / - (1) + 2т: 
,, IJ cos 

3 
, 2 ~i г - (J) + 47t 

,/ 1) cos 3 ' 

или ; равно одной из следующих величин: 

2,20184; - 2,07053; -0, 13131. (38) 

Припоминая, что по (34) и (27) . 
~= -cos Л-0,19079 

или 

cos Л= -:-О,19079, 

мы видим, что пригоден только последний из найден
ных корней. Итан, 

cos л == - 0,05948 = - cos 86°35'20". 

Таи на R Л < ~, то мы выбираем следующее значе
ние для j,: 

л = 180° -86°35'20" = 93°24' 40''. (39) 

Следовательно, разность долгот осей В и С почти 
равна 90°. :из величины д и из (16) вычисляем: 

Л. 1 =76°11'25'', Л 2 ==169°36'5". (11) 

Далее, из второго и третьего из уравнений ( 14) вы
чисJ1яем ве-личины х и у. Мы находим: 

3~ g21 sin ), 2 ~ 3~ h21 cos )\ 2 -= у sin (/, 2 - Л 1), 

3~ /i 21 cos Л 1 - 3~ g21 sin Л 1 = х sin ()- 2 -Л1 ). 

Получаем: 

Ul = 28°11' 55", Uri = 82°42' 13", 
" 

(40) 

(11') 
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и из величины М (12) 

02 = 0,039314. (11") 

Это есть магнитный момент 2-го порядна нашего зем
ного шара. Угол между осями В и С равен 85°10'30'', 
т. е. ось С делает с осью земли почти таной же угол, 
:ка:к с осью В. 

8. Уравнение плос:кости, проходящей через центр 
земли, в употребляемых нами полярных ноординатах 
имеет вид: 

а cos ), + bsin}. + ctgи=O, (41) 

где а и Ь суть постоянные, подлежащие определению. 
Найд(м плосность, проходящую через осп В (n1, Л 1) 
и С (и 2 , ), 2). Rоординаты этих осей должны удовлетворять 
наппсанному выше уравнению, от:куда мы и получаем 

два уравнения для определения постоянных а п Ь. Из 
них мы находпм: 

sin }:1 ctg и~ - sin Л. 2 ctg и1 
а== ' sin (Л.2 - ~1) 

Ь = cos Л 2 ct g и1 - cos Л1 ctg и2 • 

sin (Л2 - Л1) 

(42) 

Та:ким образом, уравнение искомой плоскости будет: 

0,212639 cos Л + 1,868222 sin 'л = ctg п (43) 

или 

ctg nм · cos (Лм- Л) = ctg и, (44) 

где 

),м = 83°30'20" и им= 28°0'20" (45) 

суть :координаты высшей точ:ки М в северном полуша
рии над э:кватором на большом нруге, по :которому 
плоскость ( 43) пересе:кает земной шар. Большой :круг 
пересенает энватор в двух точ:ках, для ноторых ctg и =О 
и 
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Мы означим эти точии через Р2 и Р2. Их долготы 
будут: 

(Р2) - 6°29'40" (западная долгота), } 

(Р2) 173°30'20" (восточная долгота). (45') 

Мы видим, что высшая точна М большого нруга 
осей близна н совпадению с полюсом оси В. На прила
гаемой на рте, представляющей мернаторсную проенцию 
земного шара, изобраiнён большой нруг, плосность ното
рого содерiнит оси В и С. Его уравнение представ
ляется выражением ( 43). Он вычерчен, пользуясь уже 
найденными выше точнами и ещё точной Л = 45 °, 
и = 34°12'', на нём лежащей. 

Линия этого большого нруга от точнп пересечения 
Р2 с энватором направляется и северо-западу почти под 
прямым углом н северо-восточной береговой линии 
азиатсного материна, идёт через область восточно-ази
а тсно11 магнитной аномалии, рассеная её на две почти 
равные части. 

Далее она продолжается по материну Старого Света, 
приблизительно параллельно очертанию er-o береговой 
границы с Ледовитым и Атлантичесним онеаном. Выходит 
она вблизи энватора из северной Гвинеи и течёт далее 
по Атлантичесному и Тихому онеанам приблизительно 
параллельно береговым линиям Южной Америни 
в Атлантичесном онеане и линии материнов Австралии. 

9. Определим положение биссектрисы угла между 
осями В и С и её полюс в северном полушарии. Поло
вина угла ВС составляет 42°35' 15". 

Уrол между радиус-венторами точен В и М опре
делится из формулы 

cos <+: ВМ = cos и 1 cos им.+ sin и 1 sin llм cos (Лм- ), 1) 

равным 3°26' 50''. Радиус-вентор биссентрисы будет 
поэтому делать с радиус-вентором точни М угол, рав
ный т-== 39°8'25". 

Таи нан меридиональная плоскость, проходящая 
через точну М, пердендинулярна :к плосности больщоrо 
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круга через полюсы В и С, то угол ll в биссектрисы 
с земной осью определится из выраrкения 

COS Uв = COS Uм COS m, 
откуда 

и в= 46°46'50"' 
и по уравнению ( 44) 

Ав= 144°29'20". 

(46) 

(47) 

Полюс N биссектрисы тоже нанесён на нарте. Мы 
видим, что он падает внутри восточно-азиатской ано
малии. 

Гл а в а IV. ЛИНИИ РАВНОГО ПОТЕНЦИАЛА ШАРОВОЙ 
ФУНКЦИИ 2-ГО ПОРЯДКА И ЕЁ НОРМАЛЬНЫЙ ТИП 

Линии равного потенциала и их отношение :к восточно
азиатсной аномалии. Нормальный тип. Влияние на него вра
щения земли. 

10. Мы можем перейти теперь к построению линий 
равного потенциала шаровой функции У2 • Из её вида (7) 

У 2 = "~ (Зf" i!l-2 - Л 12) ( 48) 

мы заключаем, что полярное уравнение линий равного 
потенциала будет: 

р. 1~2 =с= const. (49) 

Введём новую систему координат, принявши най
денную выше биссектрису за полярную ось земного 
шара; угол радиус-вектора каной-нибудь точки с этой 
осью означим через ~' причём он изменяется от 0° 
до 180°; угол между плоскостью, содержащей этот 
радиус-вектор и биссентрису, и плос.костью, проходящей 
через биссентрису и ось В, т. е. плоскостью осей В и С, 
означим через е; этот угол будем отсчитывать от О до 21: 
в направлении запад, юг, восток, север. Для оси В 
бvдет ~ = о, для оси с е = 180°. 
" Означая через f.'- 1 и f.1- 2 косинусы углов радиус-вен

тора накой-нибудь точки с осями В ц С, мы получим, 
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означая через а= 42°35' 15'' половину угла между 
осями В и С: 

fJ.1=cos11 cos а+ sin '1l sin а cos е, } 
r- 2 = cos A'l cos а - sin "f/ sin а cos Е. 

Отсюда, переынол~ая, находим: 

(50) 

с= cos2 r; cos 2 а -sin2 'f/ sin2 а cos2 е (51) 

и определяем 

2 с + sin 2 сх cos2 ~ ) 
cos "() === . 2 • 2 ~ ' ., 1 - s1n .J. s1n :; 

. 2 cos2 сх -- с { 
Slll "!] == . . 

cos 2 .;. + s1n 2 а cos 2 ~ 

(52) 

Второе из этих уравненпil поRазывает, что наиболь
шее значенпе с равно cos2 а, что понятно, таи нан 
cos 2 а есть мансимум произведения р. 1р. 2 • При этом для 
вся~нrх ~ будет "11 =О. Следовательно, полюс-биссеRтрисы 
есть стянувшаяся в точну линия равного потенциала. 

Мы вид~м, далее, что для ~' 180-е, 180 + е, 
360 - ~ величина cos2 ·'l не изменяется. Мы занлючаем 
отсюда, что исномые нривые имеют две нриволинейные 
оси симметрии, из :которых одна есть дуга большого 
нруга, плосность ноторого содержит оси В и С, а дру
гая есть дуга большого нруга, перпендинулярного 
н первому и плосность ноторого проходит через бис
сент рису. 

Первое из уравнений ( 52) даёт для "f/ две величины, 

"fj и 180 - "fj' 

что поназывает, что линии равного потенциала дают 
'-' 

две системы линии, одинаново располоiн:енных вонруг 

полюсов биссентрисы в северном и южном полуша рилх. 
Для наждой системы линий соответственный полюс 
является центром. 

Для с == О мы имеем линию равного потенциала, 
состоящую пз двух больших нругов, полюсами ноторых 
служат полюсы ocei'r В и С. Они пересенаются по нор-

•• u ..,,. 

мали, проведеннои из центра земли :н плосности осеи, 
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и точни их пересечения отстоят на 90° от полюсов 
биссентрисы; эти линии были бы линиями нулевого 
потенциала, если бы уго:~ между осями строго равнялся 
бы 90°. 

Н ривые, имеющие отрицательное с, не пмсют точен 
с азимутом ~ == 90°; это видно из второ1·0 уравнения (52), 
полагая в нём ~ = 90° и с= - а2 , где а2 есть деiiстви
тельная положительная величина; именно, мы получаем 

невозможное соотношение: 

. () 1 а2 
Slli"" -~-= + . 

cos 2 :1 

Для построения линиii равного потенциала по точнам ,,., ,_, 

нуiкно составить таолнцу, часть ноторои я привожу .. 
здесь, причем замечу, что вследствие указанных выше 

свойств симметрии достаточно построить четверть нривой 
и притом тольно для одного полу1па р.ия земли, считая 

за его полюс -полюс биссс1~трисы. 

о 

45° 
90° 

0,45797 
0,22898 
о 

1 
0,77102 
0,54203 

Для линий нулевого потенциала 

З1-11f12 =-= Л12' 
откуда 

Таблиц а III 

о 

9,8870656 
9,7340250 

!-11~2 =с= 0,028042. 
v 

(53) 

(54) 

-Мы получаем из наше и формулы ряд соответственных 

точен: 

'" оо 45° 90° } ~ 

"fj 45°48' 54°44' 76°51'. (55) 
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Внутри этих линий У 2 положительно, что соответ
ствует южному магнетизму. Обе линии не имеют общих 
точен и они лежат раздельно в двух полуша рпях; они 

поназа пы на на рте. 

t.сли бы угол между осями равнялся точно 90°, 
т. е. /. 12 =-=О, то д:~я нулевого потенциала r it-' 2 =О, 
и обе линии нулевого потенциала имели бы две общие 

,; 

точки: е = 90° и 270°, '1/ == 90°. Эти линии сыли сы пред-
ставлены двумя большими нругами, полюсами ноих 
были бы полюсы осей В и С. Об этих линиях мы гово
рили выше. 

Рассмотрим: ещё линию равного потенциала, близную 
н агоничесной линии восточно-азиатской магнитной 
аномалии. Мы берём для неё 

с= 0,45028 (56) 
и получаем: 

е 0° 45° 

'У) 17°38' 20°50' 
90° } 

24°18'. 
(57) 

Обе нривые имеют вид замннутый и удлинённый 
в направлении оси симметрии, перпендинулярной к дуr·е 
большого нруга осей В и С. Они вычерчены на прило
женной нарте. Здесь симметрия :кривых нарушена благо
даря свойствам мернаторсной проенции. 

Полюсы биссектрисы суть пределы линии равного 
потенциала. Для них 

с= cos2 a. = 0,54203, 

и уравнение линии равного потенциала ( 51) принимает 
вид: 

О= sin2 1J [ eos2 а.+ sin2 ~ cos2 ~], 

следовательно, удовлетворяется при 11 =О или 180°. 
У назанные линии равного потенциала расположе

ны на земном шаре симметрично относительно боль
шого н руга, плосность :которого перпендинулярна и 

биссентрисе угла между осями рассматриваемой нами 
шаровой фуннции 2-ro порядна. Этот большой нруг и 
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соответственную плосность можно назвать магнитным 

энватором 2-го поряд1'а, та1~же и введённую нами 
биссектрису- ма1·нитной осью 2-го порядна. Все ли
нии, о ното~х здесь говорилось, и различные полюсы 

нанесены на прилагаемой при сём .карте. 
11. Шаровую фуннцию У 2 в том виде, наной она 

имеет в потенциале Гаусса, момно рассматривать 1'ан 
унлонившуюся от неноторого нормального типа. Простеii
шее предполо1нение о причине такого у.клонения .занлю

чалось бы в том, что оно вызвано вращением земли. Фунн
цию У 2 можно представить себе поэтому равной сумме двух 
налагающихся друг на друга фуннций - одной нормаль
ной У~ и другой Yg, для ноторой земная ось есть двой
ная ось. Эта последняя фун:нция и её момент og пред
ставят унлонение от нормального вида, вызванное 

вращением земли. Мы увидим, что ~g значительно 
меньше момента t~ нормальной фуннции. Фуннция Yg 
вносит новую постоянную, именно момент og, но вместе 
с тем фупнция У~ имеет одной постоянной меньше, таи 
нан нормальный тип определяется условием, выраiка
ющимся некоторым соотношением меrнду прежними 

постоянными, в данном случае тем, что угол между её 
осями должен быть равен 90°. 

Вид функции У~ определяется из вида У 2 (7), пола-.. 
гая в нем: 

f-11=1-'-2 = cos и. 
Мы получим: 

уо о ( 3 2 1 ') о = ~2 - cos и -· -
"' \.2 2 ' 

или, по таблице 1, 
уо - заg А 
2- 3 20· 

(58) 

(59) 

(60) 

Нормальным типом функции У; я выбираю тот, 
который имеет две взаимно перпендинулярные оси. Он 
получается пз вида У 2 (7), внося условие вза:имноi'1 
перпендикулярности осей, т. е. пола1·ая 

Л 12 = cos и 1 cos и 2 + sin и 1 sin и2 cos (J" 1 - ), 2) =О, (61) 
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благодаря чему фуннция принимает простую форму 

(62) 

Мы можем сох ранпть и прежние ураnнения ( 14), 
допо:1нпв их ч;rено:и (60) п условием (61). Сохраняя 
прежние обозначения, получим поэтому: 

2 ''О+ 1 Д 3 g 20 = (J~ ху - 2 cos ' 
') 

3:it g2 1 ==у cos Л 1 + х cos k2, 

3~ h2 1 =у sin Л 1 + х sin Л2 , 
4 
3М g22 =: cos:)' 

4 h . 
3М 22 == Slll :) 

и уравнение (61): 

ху + cos д =: о. 

(63) 

(64) 

(65) 

(66) 

Уравнения (65) дают прежние величины для а и М: 

cr = 245°4 7'30" ц М = 0,018416. (67) 

Для отыснания положения осей мы последуем приёму 
§ 6, с тем различием, что вместо уравнения (63), 
ноторое послужит нам для определения 8g, мы будем 
польЗоваться уравнением (66). Таним образом, из урав
нения ( 64) мы находим: 

(3~ g21)2 + (3~ h21)2 = у2 + х2 + 2ху cos д. (68) 

Отсюда, пользуясь прежним обозначением .А и урав
нением ( 66) , 

у2 + х2 =А+ 2 cos Л; 

прибавляя и вычитая 

2ху= -2cos Л, 
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находим, по извлечении корня: 

у+х=+ J/ A+2cosЛ(cosЛ-1)=S, 
у - х = ± J/ А - 2 cos Л ( cos Л + 1) = С. 

Отсюда 

1 
Х= 2 (S-C), 

} (69) 

и вносим в уравнение (64). Затем, поступая кан в § 6, 
мы приходим к уравнению: 

тС2 + nS2 = C2S2, (70) 

где т и п имеют прежние числовые значения, а S 
и С- значения, уназанные в равенствах (69). ~нос~ 
в уравнение (70) величины С и S и полагая 

А'= !.-л, 
2 

1-cos Л=Z, (71) 

мы получим после преобразований, аналогичных тем, 
которые изложены в § 6: 

(1-Z)[Z3 -3Z2 -(A'-2)Z+n]=0. (72) 

Один из корней будет: 

z = 1 или cos л === о. (73) 

Второй множитель уравнения (72) представим в виде.: 

zз-az2 - ~z -t-y =о, (74) 

где 

~ = 3, ~=А' + 2 = 1, 73357 + 2 = 3, 7336, 
"( == п = 1,58106. (7 5) 

Полагая попрежнему 

z = с + ; == ~ + 1, или cos д = - с' ( 76) 

2 Y.\IOB 
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мы вы числя ем: 

р= -с~+~:)= -6.7336, 
~а. 2i з 

q == "' - - - - = - 4, 1525. • 3 27 

Мы видим, что 

следовательно, все три иорня действитеJIЪны. 
Попа гая 

мы нахолим 

Из трёх корней е 

V- (1) 

2 р cos 3' 

q 
cos (t) = - - , 

2р 

(1) == 51°52'. 

(77) 

(78) 

(79) 

абсолютная величина первых двух больше единицы, 
а потому они не годны. Третий корень даёт: 

д = 48°46'. (81) 

Из двух иорней (73) и (81) первый ближе н нашему 
общему решению. Поэтому мы останавливаемся на нём, 
т. е. берём: 

д=90°. (82) 

Отсюла и из (67) находим: 

/, 1 = 77°35' 50"' Л.2 = 167°35' 50" (83) 

-величины, мало разнящиеся от найденных прежде 
в § 4. Но вследствие (82) мы находим из (66): 

ху =О, (84) 
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't· е. одна из величин х или у= О. Чтобы решить 
:какая, мы обращаемся н уравнениям ( 64), в левых 
частях которых теперь вместо двух членов должно 

остаться по одному. 

Мы находим: 

1121 = - tg 14 °38' ;:== tg 165°22'. 
g21 

(85) 

Так на:к этот угол мало отличается от Л 2 , то занлю
чаем, что 

у=О. (86) 

Тогда из одного уравнения (64), а именно из 

определяем х. Таким образом, отсюда и из (85) на
ходим: 

U1 = 28°13'30'', U2 = 90°. (87) 

Таким образом, мы видим, что ось С перешла на 
экватор и плосность ВС немного повернулась н западу. 

Из величины М мы вычисляем момент нормальной 
функции: 

а~ = 0,03894. 

Уравненце (63) будет: 

2 -g -~о 3 20 - u2, 

(88) 

откуда момент шаро:Iюй фуннции, для ноторой земная 
ось служит двойной осью, будет: 

ag = o,oos21. (89) 
22* 
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П риведённое исследование поназывает, что возможность 
существован1ш принятого нормального типа обусловли
вается тем, что выражение (85) дало величину тангенса 
угла, близную н тангенсу одной из долгот, именно Л2 • 

Совершенно ино11 взгляд отнрывается на шаровую 
фуннцию 2-го порядка, если мы будем исходить из вели
чины д (81). Пользуясь ею и величиной (67), мы на
ходим: 

Л 1 =98°30', Л2 = 14 7°16', 

и затем, решая уравнения (65), (64), (63), получаем: 

U2 = 127 °36', 

а~= 0,02565, 

og = О,9894. 

Ввиду значительного момента этой фуннции мы долж
ны рассматривать её нак главную составную часть ша
ровой функции 2-го порядна, а функцию У~-нан часть, 
вносящую возмущение в распределение магнетизма, обу
словленного вращением земли, а не наоборот. Решение 
вопроса в ту или другую сторону возможно толъно 

путём изучения веновых изменений земного магнетизма, 
причём разделение шаровой фуннции на две должно 
быть подчинено условию, чтобы абсолютная величина 
отношения 

;:.о • ~' 
v2 • U2 

была бы наибольшей или наименьшей. 

ПОЯСНЕНИЕ КАРТЫ 

Сплошной чертой представлен большой нруг, пло
скость ноего содержит оси ВЬ и Се. М есть высшая 
точна нруга над экватором .к северу, Р 2 , Р~-его точни 
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пересечения с экватором. М и п-полюсы биссектрисы 
в северном и южном полушариях. Большой круг, содер
жащий оси В и С, и большой круг, обозначенный по
переменно чёрточ:нами и точками, к нему перпендикуляр
ный, представляют на сфере оси симметрии чрезвычайно 
иснажённых в меркаторской проенции линий равного по
тенциала. Точки N и п суть их центры. Линия равного 
потенциала, представленная рядом точек, окружающих 

полюс биссентрисы N, мало уклоняется от агонической 
-линии восточно-азиатской аномалии, означенной тонкой 
чертой. Две другие линии, обозначенные чёрточнами, 
представляют линии нулевого потенциала. При типи
ческой форме функции У 2 соответственные вершины этих 
линий S, S', R и R' должны совпасть и обе линии 
должны представить собою два взаимно пересекающихся 
больших круга. Всего лучше начертить эти кривые на 
глобусе. -

Г л а в а V. ФУНКЦИЯ 3-го ПОРЯДКА 

12. Функция У 3 содержит 7 постоянных, следова
тельно, такое же число, как и шаровая поверхностная 

-фуннция 3-го порядка с тремя различными осями. По-
-этому мы перейдём к преобразованию функции У3 самого 
общего вида (7), гл. 1. Её оси означим через F, G, Н 
и будем снабжать их полярные координаты и, Л соот
ветственно одним, двумя и тремя штрихами. Ввиду 
обширности главы нумерация формул ведётся, начиная 
с 1-й. 

Мы вносим в выраiнение У 3 следующие величины: 

f.l.i = cos и cos и' + sin и sin п' cos (Л - Л'), 

f-1- 2 == cos и cos и" + sin и sin и" cos (Л - Л "), 

fl-~ = cos и cos и'"+ sin и sin и'" cos (Л - Л"')· 
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Мы получим: 

У3 = ~ о3 {cos3 zz cos и" cos и'"+ 
+ cos2 и sin и sin и' cos и" cos и'" cos (1, - Л') + 
+ cos 2 и sin и cos и' sin и" cos и'" cos р., - Л") + 
+ cos 2 zl sin и cos и' cos и" sin и"' cos () ... - Л"') + 
+ sin2 и cos и sin и' sin и" cos и'" cos (1, - Л') cos (Л - /,") + 
+ sin2 и cos и cos и' sin и" sin и"' cos (Л - ), ")cos (Л. - Л' ") + 
+ sin2 и cos и sin ll' cos и" sin и"' cos (Л - Л''') cos (Л - ) ... ')+ 

+ sin3 и sin и' sin и" sin и"' Х 

Х cos (Л-Л') cos (Л - Л") cos (),-Л'")-

- ~ [ cos и (J,23 cos и' + ),:нсоs и" + Л 12 cos и"')+ 

+ sin и sin и' Л 23 cos (Л- ),') + 
+ sin и sin и'' Л 31 cos р, - Л") + 
+ sin и sin и"' ),12 cos (Л- Л"')] }. ( 1) 

13. Мы начнем преобразование с членов З-1·0 по
рядна относительно cos ), и sin Л. Они содержатся 
в члене выражения (1), имеющего множителем sin3 и. 

Полагая · 

М 3 = о 3 sin и' sin и" sin и"' (2) 

и производя простые преобразования, мы nридаём этому 
члену следующий вид: 

5 
2 1if3 

cos3 Л cos (Л' + Л" + Л'") + 
+ cos Л ~ sin )/ sin )," cos Л"' -
-sin3 Л sin (Л' + Л" + Л"') + 

. + s in Л. 2J cos Л' cos Л" sin Л"' 

sin3 и. (3) 
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Внося сюда выражения: 

получим: 

5 м . з 2 з Sln.: U 

( 

1 3 
cos3 Л = 4 cos 3Л + 4 cos )., 

sin3 Л = : sin ), - ~ sin 31., 

~ cos (Л' + Л" + Л"') cos 31, + 
+ ~ sin (}/ + )," + Л"') sin 3Л + 
+ cos д [ ~-cos (Л' + Л" + д"') + 
+ ~ sin Л' sin Л" cos ),"'] -

-sin Л [: sin (Л' + Л" + Л"')-
" \ - ~ cos ),' cos )," sin Л"' J 

Но мы имеем тождественно: 

(4) 

\ 

. ( 5) 

J 

~ sin Л' sin Л" cos Л"' = ) 
= sin 'л.' sin Л." cos Л'" + sin Л' cos Л" sin Л."' + 
+ cos ),' sin Л" sin ),"' = cos }.' cos Л" cos Л"' -
- cos (Л' + Л" + Л' ") ; 

~ cos Л' cos Л'' sin )/" = (6) 
= cos Л' cos )..." sin Л"' + cos Л' sin Л" cos Л"' + 
+ sin Л' cos Л" cos Л"' = sin (Л' + Л." + Л'").+ 
+ sin Л' sin Л" sin Л'". 

Члены окончательно преобразованные будем означать 
через Q, а члены, :которые ещё подJiежа т преобразо
ванию, означим через R. Принимая во внимание 
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таблицу 1 п полагая 

'1 +' fl ' '\ 111 - ,.., J, J, т /\ - :.J, (7) 
мы наiiдё~1: 

Q3 = ~ М 3А33 f cos j • ccs ЗЛ + sin cr • sin 3},}, (8) 

cos ), [ cos ) ... 1 cos Л 1 ' cos Л 1 "-
4
1 cos ~] + 

R 5 м . 3 
з=2 3 Slll U [ 

+sin ), sin ), ' sin Л'' sin )/" + ~ sin ::i J 
(9) 

14. Мы пере:идем теперь н членам 2-го порядна. 
Они имеют множителем cos и sin2 и и принимают следу-... 
ющии вид: 

cos2 Л ~ ctg и 1 cos Л" cos /.... 111 + 
+ sin2 Л ~ ctg и1 sin Л 1 ' sin )/ 11 + . (10) 

+ cos ), sin ), ~ ctg и' sin (). 11 + Л" 1 ) 

Мы вносим сюда: 

2 '\ 1 + cos 2Л 
cos /\ == 2 ' 

• 2 ) 1 - cos 2Л 
Slll ... = 

2 

и получаем: 

( cos 2Л ~ ) 
2 

( ctg и1 cos Л" cos ) ... " 1 
-

5 1 1 
- ~ ctg и1 sin Л" sin Л 1 ") + 

sin 2Л • 
-Мз~ + 

2 
2]ctgu 1 s1n(Л' 1 +)," 1)+ } ' (11) 

2 

1 
1 + 2 (~ ctg и1 cos )... 11 cos /...." 1 + 

+ ~ ctg и 1 sin Л 'sin Л" 1 ) J 
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отнуда, обращая внимание на таблицу I, 

Q2 = ~ М 3А32 [ cos 2Л.1J ctg и' cos (Л" + ),"') + 

+ sin 2Л" ~ ctg и' sin (Л" + Л.)], ( 12) 

R2 = ~ М 3 cos и sin2 и 2J ctg и' cos (Л'' - Л.' "). ( 13) 

15. Члены 1-го порядна фунRции У 3 имеют множи
телей в виде cos2 и sin ll или sin и. Мы напишем их, 
присоединяя к ним и выражение R3 (9); в последнем 
мы заменяем ещё 

sin3 и == sin и - sin и cos2 и 

и вносим величины Л 12 , Л 13 , ), 23 • Получим: 

( cos /.. ( ~ ctg и" ctg и"' cos /..' - ) 

5 . ' - cos ),' cos }.." cos }.."' + ~ cos ")+ 
2 М 3 s1n и cos2 ll ~ 

1 + sin /.. ( ~ ctg и'' ctg и'" sin ),' -

t - sin /,' sin )\" sin Л'" - ~ sin а) J 

1 м . -2 3 SlllU 

cos /.. [ ~ ctg и" ctg и'" cos ),' -

- 5 ( cos /..' cos Л" cos ), "' - ~ cos cr) + 
+ 2J cos Р\" - 1,'") cos Л' J + 
+ sin л [ ~ cos (i," - /.. "') sin /,' -

-5 ( sin Л' sin )," sin ),"' + ~ sin;) + 

l + ~ ctg и" ctg~u"' sin Л' J 

1 

. ( 14) 

, 
: 
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Мы имеем тождественно по (6): 

2j cos (Л" - Л'") cos )/ = 4 cos ),' cos ) ... " cos ),'" - cos cr, 

~ cos р," - Л"') sin Л' = 4 sin Л' sin Л" sin Л'" + sin ~

Вставляя в (14), получаем: 

{ cos}. [ }j ctg и" ctgu'" cos )!- 1 

м 1-cos i,' cos }." cos }.'" + ~ cos:; J + 1 
T(5sinucos2a-sinи)< ~. 

, ,sin}. [ }j ctg и" ctg и'" sin Л'-1 
l-sinЛ' sin ) ... " sin ) ... "'- ~ sin cr J J 

и онончательно, обращая внимание на табл. I, 

( cos Л r ~ ctg и" ctg и"' cos Л' - ) 

5м 3 
1- со~ !! cos ), " cos }. ' " + 1 cos :; J + 1 

Qi = - Аз11 f ' ( 15) 2 + sin л l }j ctg и" ctg и"' sin Л' -

l- sin ) ... ' sin Л" sin ),"' --} sin:; J J 
R 1 =0. (16) 

16. Нам остаётся ещё преобразовать члены нулевого 
порядна, не зависящие от )" R ним присоединяем 
и R2 (13). Заменяя в них /, 23 , )-. 31 , Л 12 их величинами 
и вставляя 

придадим 

5Мз 
2 

cos и sin2 и= cos и - cos3 и, 

им следующий вид: 

( cos и [ - : ctg и' ctg и" ctgu"' -

- ~ 2J cos (f,' / - ), 111
) с t g и 1 + 

+ : }j cos (Л' - }.'") ctg и' J -
- cos3 и [ - ctg и' ctg и" ctg и"'+ 

L + ~ ~ cos (Л'' - }."') ctg п' J 

1 
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5М8 
2 

( cos и [ 
1
3
0 
~ cos (f"" - Л'") ctg ll 1

- ) 

- : ctg и' ctg и" ctg и'" J - 1 

- cos3 и [ -~- ~cos()"" -Л"') ctgu'- r . 
l - ctg и' ctg и" ctg и'" ) J 

-Отсюда, обращая внимание на табл. I, 

Q0 = 
5Л:• А30 { ctg и' ctg и" ctg и"' -

- ~ ~ cos ( Л" - Л" ') ct g и' } . ( 17) 

17. Мы при~ели теперь фуннцию У 3 и виду 

Уз= Qo + Q1 + Q2+Qз, 
тождественно.му с видом фуннции J1 3 • Приравнивая 
в обеих ноэффициенты при Aii' а затем при cos iЛ и 

.sin i ), , мы получаем число условий, достаточное для 
определения всех постоянных. Эти условия будут: 

g30 = 
5Мз f ctg и' ctg и" ctg и"' -

2 l 
1 l 

- 2 ~ cos (Л" - Л"') ctg и' J , ( 18) 

~ 111 ( 

g31 = tJ.trLs { ~ ctg и" ctg и'" cos Л' -
2 t 

1 l 
- cos Л' cos Л" cos Л"' +-,; cos cr j , 

h31 = 5Л:· { ~ ctg и" ctg и"' sin )"' - r 
- sin Л' sin ), " sin Л"' - _! si n cr lj J 

j 4 ' 

g32 = 5~8 ~ ctg и' сов (Л" + Л'"), 
h32 = 5~з ~ ctg и' sin (Л" + Л.'"), 

(19) 

(20) 
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51113 
gзз = -8- cos ~, 

h 5М3 • 
зз = -8- SID а. 

18. Мы получаем из уравнения (21): 

tg :1 = hаз = tg 59°13' 48' '. 
gas 

(21) 

(22) 

Чтобы занлючить отсюда о величине а, мы заме
чаем, что М 3 (2) положительно, а g3 ~ и h33 отрица
тельны; та.ним образом, уравнения (21) поназывают, 
что cos а и sin ~ долi-нны быть отрицательны. Потому 

а= Л.' + ),'' + Л'" = п • 360° + 180 + 59°13'48" = 
= п · 360° + 239°13' 48". (III) 

Здесь п равно О или 1. Мы замечаем, что отноше
ние постоянных h 33 и g зз подходит очень близно к тан
генсу угла в 60° и что о близно к 360° + 240° == 600°. 

Из тех же уравнений вычисляем: 

м з = 0,010227. (23) 

19. Займёмся преобразованием уравнений ( 18) - (20). 
Мы введём другие ноэффициенты, численное значение 
ноторых приведено в нижеследующей таблице. 

Таблиц а IV 

gЗо = ~~. = -0,95289, 

, 2 ~31 1 5'-72'-g31 = - = ' '± '±, 
5М3 

h ' - 2
h31 О 28877 31 - 5М = , , 

з 

' 
4 ~33 2 1791 О Qз2 = 5М з == - ' ' 

g3'1 = g31- 1/4 cos а= 1,6751.4, 

h3'1 = h31 + 1 / 4 sin cr = 0,07396, 

h~2 = :;;; = - 0,03465, 
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Уравнения (18)- (20) примут следующий вид: 

g30 = ctg и' ctg и" ctg и'" -- 1 / 2 ~ ctg и' cos(J," - /,"'), (24) 
g3 1 = ~ ctg и" ctg и"' cos Л' - cos Л' cos Л" cos Л"', } 
h31 = ~ ctg и" ctg и'" sin Л.' - sin Л.' sin /..." sin Л.'", (

25
) 

g32 = ~ ctg и' cos (Л." + Л.'"), } 
h32 = ~ ctg и' sin (/." + Л.'"). (26) 

Последним двум уравнениям можно придать ещё 
другой вид, вставляя 

cos (Л" + /..."') = cos ("-А.'), 
sin (Л" + Л'") = sin (а - Л.') и пр. 

Мы получим: 

g32 = cos а~ ctg и' cos Л' + sin cr ~ ctg и' sin Л.', 
h32 = sin ~ ~ ctg и' cos Л.'-соs а ~ ctg lt' sin Л.'. 

Отсюда 

Полагая 

, . h' ~ t ' . '\ ' gs2 s1n а - 32 cos а = ~ с g и s1n /\. , 
g32cos а+ h32 sin а=~ ctg и' cos /.'. 

А= g32 sin а- h32 cosа=1,85461, 
В= g3 2 cos а+ h32 sin-; = 1,14461, 

lg А= 0,2682527, lg В= 0,0586575, 

уравнения (26) заменятся следующими: 

А=~ ctg и' sin -Л', } 
В=~ ctg и' cos Л.' . . 

(27) 

20. Примем для простоты радиус земного шара рав
ным 1. П роведём касательную плосность н точне север
ного географичесного полюса. На этой плосности отме
тим след первого меридиана и перпендинулярную н не

му линию. На прямой пересечения этой :координатной 
плосности с плосностью меридиана Л.' нанесём от север
ного географического полюса длину tg и'. 
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Проекцию этой длины на первый меридиан и nер
пендииулярную к нему линию означим через е и х. 
Эти проеиции представят собой тангенсы некоторых у·г
лов rJ.. и а, вершины ноторых лежат в центре земли, 

а самые углы-в плоскостях ноординат. Поступая подоб
ным же образом и с двумя другими тангенсами, tg и" 
и tg и"'' мы получим следующие соотноmенил, которые 
обозначим соответственными бунвами гречесного и ла
тинского алфавитов: 

tg и' cos Л" = tg rJ.. = е, tg и' sin ) ... ' = tg а= х, 
tg и" sin Л'.' = tg Ь= у, 
tg и'" sin Л"' = tg с= z, 

tg ll" cos Л.", = tg ~='У), (28) 
tg и'" cos )," = tg у= С. 

Разделим теперь уравнения (24)- (26) на 

N = ctg и' ctg и" ctg и"', 

полагая, что ни один из углов и', и''·, и"' не 
нулю. 

Мы получим: 

2 ' 
N g зо = 2 - 'YJC - се - e"fl - yz - zx - ху, 

1 " t+ +1' !:1" N gз 1 = с; • 'У} .., - •'fl-., 

1 h" N з1 =х+ у+ z-xyz, 

~ g32=11С + ~е + e11-yz-zx- ху, 

~ h32 = у~ + z~ + X1J + "flZ + tx + ~у. 

(29) 

равен 

(а) 

(Ь) 

(с) 

Складывая и вычитая Друг из друга уравнения (а) 
и первое из уравнений (с), находим, подставляя чис
ленные величины коэффициентов из таблицы IV: 

- 2,04244 ~ = 1-yz-zx-xy, 1 
+О, 13666 ~ = 1- "tlC- :е - ~11· 

(30) 
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Деля второе и первое 
вевно па первое и второе 

из уравнений ( Ь) соответст
уравнение (30), получим: 

h" 31 

2,04245 
z ( 1 - ху) + ( х + у) 
1 - ху + z ( х + у) 

z+ х+у 
1-ху 

---
х+ у ' 1+z--
1-xy 

,,. + ~ + ·q 
g' 1 ":! 

31 ~ ( 1 - ~"'1) + (~ + YJ) 1 - ~11 ---= = . 
0,13666 1- ~"'1 +' (~ + "t]) 1+~ ~ + ~ 

1 - ;"tj 

) 

1 
( (31) 

J 
Обращая внимание на выра1иения (28), вторые части 
уравнений (31) примут вид: 

tg(a+b+c) и tg(a+~+y). 

Вставляя величины h'з'1 и g'з'1 , мы находим отсюда 
для 1885 г.: 

tg(a+b+c)= -tg2°4'27", } 
tg (а+~+ у)= tg 50°47'30". (З2) 

Тановы величины тангенсов алгебраичесних сумм 
проенций углов и', и", и'" на две взаимно перпендину
лярные плосности, из коих одна есть плосность перво

го меридиана. Сумма проенций на плоскость, перпен
дикулярную и плосности первого меридиана, очень ма

ло отличается от (меньше) 180° или 360°. 

Гл а в а VI. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ "УРАВНЕНИЙ, 
ОПРЕДЕЛЯЮЩИХ ОСИ ШАРОВОЙ ФУНКЦИИ 

3-ГО ПОРЯДКА 

21. Пользуясь координатной плосностью и ноорди
натными осями предыдущего параграфа, построим на 
этой плоскости, исходя из северного географичесного 
полюса, ломаную линию, части которой равны ctg п', 
ctgu", ctgu"' и параллельны меридианам Л', /...'', Л'". 
Очевидно, что величины В и А (27) представляют про
екции нашей ломаной линии на напра'вление первого 
меридиана и на перпендикулярное к нему. 
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Означим чере::J R абсолютную длину линии, замы
иающей ломаную линию до четырёхугольнина. Оче
видно, 

R == i1 л2 + в2 =2,17938 = - gЗ2, } 
(33) 

lg R = 0,3383330. 

Этот результат станет понятным, если обратить вни
мание на состав ноэффициентов .А и В и на относитель
ную малость ноэффициента h?, 2 сравнительно с g32 • 

Назовём через L угол линии R с первым меридиа
ном. Мы имеем: 

tg L = : = tg 58°19' 10''. (34) 

Таи как А и В, т. е. обе проенции R, положительны, 
то 

L = 58°19' 10". (35) 

Примем плосностъ Л = L за плосность первого мери
диана и вставим в уравнение ( 1I1) § 17 величины 

Л'=L+l', Л." =L+l", )..,'"=L+l"', (36) 

где l', l", l"' суть долготы, от.считываемые от новой 
плосности. Мы найдём: 

а'= l' + l" ·+- l"' = п · 360 + 64°16'18". (37) 

Внося новые долготы в уравнения (27), они примут 
вид: 

R sin L = cos L ~ ctg и' sin l' + sin L ~ ctg и' cos l', 

R cos L = cos L ~ ctg и' cos l' - sin L ~ ctg и' sin l'. 

Умножая первое из этих уравнений на cos L, вто
рое на sin L и вычитая, а затем поступая обратно 
и снладывая, найдём: 

г " ' 38) О = ctg и' sin l' -' ctg и" sin l" + ctg zi"' sin l"' } 

R = ctg и' cos l' + ctg и" cos l" + ctg и'" cos l"'. ( 
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Путём иснлючения мы получаем отсюда: 

ctg и" sin (/'"~ l") +- ctg и' sin (l'" - l') _ 
sin l'" 

_ ctg и'" sin (l" - l'") + cig и' sin (l" - l') 
sin L" 

_ ctg u1
' sin (L' - lп) + ctg и"' sin (/' - L'") 

-- = R. sin l' 

Из этих уравnений l\IЫ извлеБаем следующие определе
ния: 

" _ R sin l"' -- с ~g и' sin (l"' - l') \ 
ctg и - sin (/"' - l") ' \ 

", ctgu'sin(l"-l')-Rsinl" f 
ctg и == sin (l'" - l'') · 

(38') 

22. Введём новые долготы в два уравнения (25). 
После довольно длинных преобразований, ноторых я 
не буду здесь приводить, мы получим сJ1е.uующие вы

ражения: 

g31 = cos L f }J ctg п" ctg и"' cos l' -
- cos l' cos l" cos l' '' + sin2 L cos j' J -

. т.r"1 t '' t ,,, . l' - s1n L) , kJ с g и с g и s1n -
- sin l' sin l" sin l"' - cos2 L sin 1'}, 

/1 31 = cos L 1 ~ ctg u" ctg и"' sin l' - (39) 
- sin l' sin l" sin l"' - sin2 L sin j'} + 
+ siн L { 2J ct.g и" ctg и"' cos l' -
- cos l' cos l" cos l'" + cos2 L cos :s' J. J 

Отсюда находим: 

'' L ;, '' · L ~ t '' t ''' l' 1 g31 cos + z31 s1n = L:.J с .gu с gn cos -
- cos l' cos l'' cos l"' + 
+ cos2 L sin2 L cos ~' -1-
+ sin ~, (cos2 L-sin2 L) cos L sin L, 

h 3'1 cos L - gЗ't sin L = ~ ctg и" ctg и"' sin l' -
. l' . l' ' . l' ' 1 

-- Slll Slll Slll -

- cos2 L sin2 L sin ':i 1 + 
+ cos 'j' (cos2 L-- sin2 L) cos L sin L. ) 

23 Н. л. Умов 

(40) 
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23. Сохраняя уравнение (24) без изменения, заменяя 
уравнения (25) уравнениями (40), в ноторых все извест
ные члены вычислены и перенесены в правую часть, 

и уравнения (26) уравнениями (38), мы получим следую
щую систему уравнениl'1, причём вновь вычисJrенные 
постоянные обозначаются ноnы:ми бунвами: 

ц-3 0 = - 0,95289 = ctg и' ctg и" ctg и'" -
1 

- 2 ~ с t g и' cos ( l" - l' ") , ( 41) 

11 

= 1,052823 = ~ ctg и" ctg ии' cos l' -
- cos l' cos l" cos l"' 

' н = --1,119751 = ~ ctg и" ctgu 1
JI siн l' - (42) 

- sin l' sin l" sin l"', 

R = 2, 17938 = ~ ctg и' cos l', О= 2} ctg и' sin l', (43) 

а' = п · 360° +· 64°16'18". ( 44) 

24. Уравнения (43) исчерпываются уравнениями (38). 
Даваемые ими величины ctg и" и ctg и'" мы внесём 
в уравнения ( 42); получим: 

О== Г sin2 (l'" - l") -t- R 2 sin l" sin l"' cos l' i
+ cos l' cos l" cos l"' sin2 (l"' - l") -
-R ctg и' {sin (l'' --l') sin l"' cos l' + 
+ s i n ( l'' ' - l') s in l' ' cos l' + 
+ sin l'" sin (l"' -l") cos l'"-~ 
-sin l" sin ( l'" - l") cos l" J + 
+ctg2 u' {sin(l"' -l')sin(l" -l')cosl' + 

+- sin ( l"' - l') sin (l"' - l") cos l"' -
- sin (l" - l') sin (l"' -l") cos l"}, 

О= Hsin2 (l"' - l") + R 2 siн l" sin l'" sin l' + 
+ sin l' sin l" sin l"' sin2 ( l"' - l") -
-R ctgu·' {sin (l" -l') sin l"' sin l' + 
+ sin (l'" - l') sin l" sin l' + 
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+ sin l'" sin (l"' -l") sin l'" -
-- sin l" sin (l'" -l") sin l"} t 
+ ctg2 u' ~sin(l"'-l')sin(l" -l')sin l' + 
-: sin (l"' -- l') sin (l'" - l") sin l"' -
-sin (l" -l') sin (l'" - l") sin l"}. 

Мы nмеем два nвадратных уравнения относительно 
ctg и'. Они должны давать по ираiiней мере по одному 
одинановому норню. Аналитичесное выражение этого 

обстоятельства дало бы нам уравнение, из ноторого ctg и' 
был бы иснлючён. Но этим путём мы получили бы 
очень сложное выражение, почему продолжаем преобра
зование в другом направлении. 

25. Определение долгот мол-шт быть приведено к оп
ределению тольно двух величин.:.\ и l', связанных с ос
тальными следующими соотношениями, в I<оторых для 

нратиости введено ещё обозначение г: 

l"'- l"=2j, l" = l'-(-.\+г), ) 
l' - l"=Л+·з, l"'= l'+(Л-з), 1 
l'" - l' = л - з' l' = l' ' } ( 45) 
3l'-2з =о', 2з==3l'-:;', 1 
2l' - 2:: :-=а' - L', l' - 2з = ~' - 2l'. J 

Очевидно, что из приведённых 10 равенств 7 выте
нают пз первых трёх в первой вертииальной нолонне. 
Эти выражения мы внесём в уравнения § 24 и получим 
после довольно длинных преобразований: 

в2 
О == Г s in 2 2 Л + 2 [ cos 2 Л - cos ( :/ - l')] cos l' + 

+ sin2 2л cos l' [ 2 \ + ( , !')] cos ~ cos а - i -
2 . 

r -R ctg и' ~ [cos l' cos 21-cos (1' -2l')] cos l' + 
\ 

-1. sin2 2Л cos (а' - l')} + 
+ ctg2 u' { : cos l' [ cos 2Л - cos (Зl' -- :;')] + 

+ sin2 2Л cos (а'~ 2l')} , (А) 
23* 
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О = Н sin2 2Л + ~9 

[ cos 2 д - cos (а' - l ')] sin l' + 
+ sin

2 2 ~ sin l' [cos 2Л- cos (а' -- l')] -
2 

- R ctg и' { [ cos l' cos 2 Л - cos ( ", - 2l')] sin l' + 
+ sin2 2д sin ('j' - l')} + 
+ ctg2 zi' { ~ sin l' [ cos 2Л- cos (Зl' - а')]+ 

+ sin2 2Л sin ( 'j' - 2l') 1 . (В) 
J 

Из этих двух уравнений мы составляем два следу
ющих: 

А sin l' - В cos l' = О, 
А sin (а' - 2l') - В cos (-:;' - 2l') = О; 

получим: 

О= Г sin l' - Н cos l' + ~ sin 2l' cos ( cr' - l') + 
+ R ctg и' sin ( 'J 1 

- 2l') + ctg2 и' sin (Зl' - 'j') (IV) 
и 

О= sin2 2д [ Г sin (G' -21')-Н cos (~' - 2l')-

- ~ cos 2дsin (Зl' - а')+ ~sin 2 (а' -l') J -
Rt. 

- 2 [ cos 2д- cos (~' -l')] sin (Зl' - а')+ 

+Rctgu' J [cosl' cos2д-cos(a'-2l')]siв(Зl' -~')+ 
l 

+ sin2 2Лsin l'} -

- ~ ctg2 и' [ cos 2д - cos (Зl' -а')] sin (Зl' - а'). 

Это выражение можно расположить по степеням 
siв2 д. Полагая 

k = 4Г sin ('j' -- 2l') - 4Н cos (а' -- 2l') + 
+ sin 2 (а' - l') + 4R ctg и' sin l', 
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.R2-2 9 1:1ы получим, замечая, что 4 = 0,6 29: 

о -. 6Д . 4д[15- k ]-
- SID - Slll ' 4 si1) (31' - а') 

• 2 Д [о 6929 + k - !i t / l' _L ctg~ ~J - s1n ' 4 sin (3l' - а') 2 с ·И и cos г 4 + 
R2 R + -g[1-cos (cr' - l')]-т ctg и' [cos l' - cos (:з' -2l')] + 

+ ~ ctg2 и' [ 1-cos (Зl' -а')]. (V) 

26. Ilреобразуем теперь уравнение (41). С этой целью, 
пользуясь выражениями (45), мы приводим уравнения (38) 
R виду: 

t ,, R sin (l' + Л - s)- ctg и' sin (д- s) 
с g и = sin 2Л ' 

t 
", -ctg и' sin (д + s)- R sin fl' - (д + г)J 

с g и = sin 2А -

. 
и вносим их в выражение ( 41). Мы получим: 

' • 2 2д g80 Slll = 

= ctg и' 

r 
_ _!~ 

2 1 

l 

- ctg ll' R sin (l' + Л- г) sin ( Л + з) + 
+ ctg2 и' sin ( Л- а) sin (д + г) + 
+ ctgu'R sin (Л- г) sin [l' -(д + г)]

- R 2 sin ( l' + д - в) sin [ l' - ( д + з)] 
ctg и' cos 2Л sin2 2..l + 
+ R sin ( l' + д - з) sin 2Л cos ( д - з) -
- ctg и' sin 21 sin (д- з) cos (~ - г)'-

-R sin 2Л sin [l' - ( д +а)] eos ( д + з)-
- ctgu' sin 2дsin (.l + г) cos (д + ~> 

l 

иди, заменяя произведения тригонометрцческих величпа 
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соответственными разностями, 

g~0 sin2 2Л = ~ [ cos 2з - cos 2Л] ctg3 zi' + 
+ R [ cos l' cos 2Л - cos (l' - 2з)] ctg2 и' -

- : ctg и' {R2 [ cos 2Л - cos 2 (l' -- г)] + 
+ si112 2А [ cos 2Л - cos 2а]; -

- ~ R sin2 2Л cos (l' - 2з). 

Заменяя здесь cos 2Л и располагая по степеням sin .l, 
получим: 

- 4 ctg и' sin6 Л + 
+ 2 sin 4 ~ [ ctg п' (3 - cos 2г) + R cos (l' - 2з) + 2g~0 ] + 
+ sin2 д [ ctg3 и' - 2R cos l' ctg2 и' + 
+ ctg и' (R2 -2 + 2 cos 2з)- 2R cos (l' - 2з)- 4g~0 ] + 

1 + 2 [ cos 2 3 - 1] с t g3 и, + . 
+ R [ cos l' - cos (l' - 2з)] ctg2 и' -

1 - 2 R2 [ 1 - cos 2 ( l' - з)] ctg и' = о. 

В это выражение мы подставии по (45) 

2з === Зl' - а' 

п найдём, меняя ещё все знани на противные: 

4 ctg и' sin6 Л- 2 sin4 Л {ctg и' [3 -cos (Зl' -- 1')] -+ 
+ R cos (а' - 2l') + 2g;0 } -

- sin2 Л { ctg3 и' - 2R cos l' ctg2 п' + 
+ ctg и' [R2 -2 + 2 cos (Зl' - ~')]

- 2R eos (о'-· 2l')-4g~0 } -

1 -2 [ cos (Зl' - cr')- 1] ctgз и' -

- R [ cos l' - cos (а' - 2l')] ct g 2 и' -f--
, с 

1 + 2 R
2 [1-- cos (~' - l')] ctg и'= О, (46) 
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Разделив предыдущее выражение на 4 ctg и', увидим, 
что в нём и в уравнении (V) sin 6 д будет иметь одина
ковые знаии и члены, не зависящие от sin 2 д, друг 
другу равны. Вычитая из первого уравнения второе, 
полvчим: 

" 
( sin2 Л [ k + R cos (а' -21

1

) + 2g~,> _ 
1 4 sin (31' - а') 2 ctg и' 

. cos (31' - а')] k 
s1n2 Л .\ - 2 - 4 sin (31' - а') -

1 R cos (а' -21') + 2g~q cos (3l' - а') 
i - 2 ctg и' -Т 2 

или 

sin2 д (sin2 .l -- 1) [ 2 sin (3~' - о')+ 

+ R cos (с' -21') + 2g~0 (Зl' ')] О 
t 

, - cos - cr = . cgu 

) 
1 
}=о 

1 

' J 

(47) 

Нашим основным уравнениям не удовлетворяют ни 
Л ==О, ни д = 90° или 270°. Поэтому в нуль должен 
обращаться последний множитель предыдущего равен
ства. Подставляя в него величину k и раскрывая, 
найдём следующее уравнение: 

[4Г sin (а' -2l')-4H cos (а' -2l') + 
+ sin 2 (,' - l') -- sin 2 (3l' - а')] ctg и'+ 
+ 4R sin l' ctg2 и' + 2R cos (о' - 2l') sin (Зl' - ,') + 
+ 4g~0 sin (Зl' - а')-== О. (VI) 

Таким образом, мы получаем три уравнения (IV), 
(V) и (VI), из коих должны быть опредеJiены l', и', д. 

27. Для удобства вычислений мы можем ввести 
преобразование: 

Г = - Q сш~ :х, Н = -Q sin а., } (
4

S) 
а.== 133°14' = 180° - 46°46'' Q = 1,5371. 

Тогда 

1' sin l' - Н cos l' = Q sjn (а - l') = Q sin (l' + 46°46'), 
Г sin (:J' - 2l')-H cos (а' -- 2l') = 

= q sin (~ -~' + 2l') = q sin (69°14' + 2l')· 
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Тогда уравнения (IV) и (VI) получат следующий вид: 

t 2 , R sin (cr' - 21') t , + 
с g и + . (31' ') с g и s1n - v 

+ 4 sin (~l' _с') [4Q sin (l' + 46°46') + 
+ sin (l' +а')+ sin (Зl' -1')] =О, 

ctg2 и'+ [ 4Q sin (69~14' -t- 2l') + } ( 49) 

+ sin 2 (cr' -l') - sin 2 (Зl' - а')] 4~t;i:'1 , + 

+ 4R 
1
.-

1
, [sin l' + siн (5l' - 2cr') + 

SlB 

+ 4g~0 sin (Зl' - о')] = О. J 
Эти уравнения, означая ct,g и' через х, могут быть 

представлены выражениями: 

х2 + р1х + qi =О, х2 + Р2Х-+ q2 =О. (50) 

Эти уравнения дол.tкны иметь по нрайней :мере один 
общий иорень. Означая через х 1 , х0 и х2 , х0 норни этих 
уравнений, мы имеем: 

Р1 = Х1 + Хо, qi = Х1Хо, 

Р2 = Х2 +Хо, q2 = Х2Хо· 

Отсюда извленаем: 

(q2 - q1)2 == (х2- Х1)2 х~ == (Р2- Р1) (q2P1 - P2q1)· 

Таним образом, получаем одно уравнение для l': 

(q2 - q1)2 - (Р2- Р1) (q2P1 -- P2q1) =О. (51) 

Положим: 

q~ = 4Q sin ( l' + 46°46') + 
+ sin (l' + v') + sin (Зl' - cr'), 

q; = sin l' + sin (5l' -2~') + 4g;0 sin (Зl' - :;'), 

р~ = R sin (а' - 2l'), 

р~ = 4Q sin (69°14' + 2l') + 
+ sin 2 (а' -l')-sin 2 (Зl' - ~'), 

\ (52) 

1 
) 
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тогда предыдущее равенство представится в следующем 

виде: 

[q~R sin l' - q~ sin (Зl' - а')] 2 -

- ~ [р~ sin (Зl' - a')-4p~R sin l'] (4q~p~ -q~p~) =О. (VII) 

Мы получили, та:ким образом, одно уравнение с одним 
неизвестным l'. Определить его можно тольно путём 
целого ряда подстановон. Найдя l', из уравнения (IV) 
находим и', затем из (V) - величину А; следовательно, 

, v 

таи нан о известно, находим долготы осеи, а по уравне-

ниям (38)- и их широты. 
В предыдущих формулах, взятых не для 1885 г., 

а для произвольного момента, следует l' + 46°46' заме
нить через "- l' и 69°14' + 2l' - чер~з \1.. - а'+ 2l'. 

28. Можно ограничить выбор величин l', уназав для 
них те пределы, внутри ноторых уравнение (IV) даёт 
действительные норни. Представляя это уравнени:е типич
ной формоii 

х2 + рх + q ==О, 

те значения l', для ноторых 
р2 
т-q>О, 

будут заключать в себе исномое. 
Это условие представится в следующем виде: 

R 2 sin2 (а' -2l')- [4Qsin (l' + 46°46') + 

(53) 

+ ~ sin 2l' cos (а' - l')] sin (Зl' - а')> О. (54) 

С этим условием совместны, например, величины l' 
от l' =О до l' = 18°. Но пе все величины, возмоiнные 
по уравнению (IV), приводят н значениям ctg и', ното
рые no nодстановне в уравнение V дают возможные зна
чения для s i n j.. 

1\1ною был пропзведён ряд испытаний, ноторые пона
~али, что следующпе величины l' не удовлетворяют 
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нашим уравнениям: 

20° (и' мнимое), 55° (и' мнимое), 60° (и' мнимое), 
90° ( д мнимое), 120°, 124 °, 130°, 150°, 160° (и' мнимое), 
171 о, 201 о' 321 о. 

Задаче не удовлетворяет танже предположение, что 
один из полюсов лежит на энваторе, т. е. и'= 90°, 
l' = 124 °20'. 

29. Испытания, сделанные мною относительно раз
личных величин l' подстановной их в уравнение (VII), 
поназали, что это выражение может давать очень боль
шие положительные или отрицательные величины. Наи
меньшая полученная МНОЮ величина ЭТОЙ СЛОiI\НОЙ фунн
ЦИИ соответствовала значению l', удовлетворяIQщему 
условию г == 3l' - cr' =О, т. е. ногда меридиональная 
плосность одной оси будет биссентрисой угла между 
меридионаJIЬНЫМИ ПЛОС!-\ОСТЯl\ПJ двух других осей.ДJiя этого 
случая выра1нение (VII) дало F = 4,24 - 4,40 = - О, 16. 
Тан нан определяемая из этого усдовия величина l' 
не представляется все-тани норнем уравнения, я, для 

оценни решения, исследую вопрос приёмом, ноторый 
был мною употреблён уже в изыснаниях, относившихся 
к шаровой фуннции 2-го порядна. 

В это:-.1 случае уравнения (IV) и (V) становятся 
тождественными. Действите11ьно, мы имеем: 

3l' -:/ ==0, -::;' - 2l' = l'' а' -l' = 2l', (55) 

д оба уравнения (IV) и (V) приводятся н одному: 

О= Г sin l' - [{ cos l' + ~ sin 4l' + R ctg и' sin l'. (56) 

Нам нун\но, поэтому, прпвлечь ещё одно из уравне
нпii (А) илп (В) § 25 . .J\Iы nозы1ём последнее; для дан
ного с;1учан оно преобразуется в уравнение 6-ii степепн 
по отношению к sin 1, следующего вида: 

sin6 j . 4 sin l' + 4 sin4 Л [ ctg и' sin l' (2R cos l' - ctg и') -

- Н - si н l' - s i n 3 l 1] + s i n 2 ~ [ 4Н + 4 si n 3 l' - R 2 s i n l' --

-- 3 ctg и' sin l' (2R cos l' - ctg и')]+ R 2 sin3 l' =О. (57) 
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Я прослежу до :конца решение этого случая, чтобы 
дать представление о харантере получаемых результатов. 

Полол<им согласно ( 44) § 23 

о'= 360° + 64°16'18'' 

и по условию (55) 

l' = 141°25'26". 

Из уравнения (56) находим: 

(58) 

lg ct,g и' =9,3818028, ctg и' =0,24088, и'= 76°27'20". (59) 

Внося найденную величину ctg и' в уравнение (.57) 
и полагая 

sin2 Л = х, (60) 
получим: 

(61) 
где 

~ = о, 4609 2; ~ = 1, 931 70; r ==- о, 4 7 461. 

Все три :корня этого уравнения действительны, та н 
нан, обозначая 

( Gl.2) р = - ~ + 3 ==: -2,00255, 

имеем: 

По своему значению х3 должно быть действительно 
и меньше :или равно единице. Поэтому два корня урав
нения (61), не удовлетворяющие этому условию, отпада
ют и остаётся один, из ноторого мы получаем два ре

шения: 

sin ~-== ± sin36°26'20'', 
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откуда для д получаются следующие величивы: 

Л1 =36°26'20", 1 
Л2 = 180° -- 36°26'20'' = 143'33' 40' ', ( 
Л3 = 180° + 36°26' 20'' = 216°26' 20'', f (62) 
д4 = 360° - 36°26'20' 1 = 323°33' 40' 1 • j 

Из этих четырёх величин тольно первые две дают 
различные решения, таи нан д1 и Л4 , Л2 и д3 опреде
ляют положение одних и тех же прямых в пространстве, 

но один раз - ногда положительный нонец оси l'' напра-
._. 

влен в одну сторону, а другои раз - в другую. 

Мы рассмотрим, таним образом, тольно норни Л 1 и Л2 • 
Ни в том, ни в другом случае уравнение ( 41) не будет 

удовлетворено. Для определения степени погрешности 
мы дополним его шаровой фуннцией с трёхнратной осью, 
совпадающей с географичесной осью земли. 

Из выражения У 3 (7) § 2, полагая в нём 

),12 = Л2з = l,з1 = 1, } 
t-11 = (J-2 ~ t-tз = ± cos и, 

(63) 

где должен быть взят зна:к + , если положительный нонец 
оси вводимой фуннции совпадает с северным нонцом 
географичесной земной осп, и знан - в противном случае, 

._. " 
мы наидем: 

уо - ± 5 "ОА . з - 2°з зо, 

поэтому во вторую часть уравнения ( 41) войдёт ещё член 

+ ~ 
3 
og, где ag есть момент введённой фуннции, ~ М 3 

даётся уравнениями (2) § 13. Таним образом, уравне
ние ( 41) послужит для определения ag, ноторый даст 
меру отнлонения от ист1п1ного решения. 

Мы найдём следующие результаты для 1885 г. 

1-й случай: Л1 == 36°26'20" 
l' = 141°25' 26" 

и'= 76°27'20" 
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Л' = 199°44' 36'' 
l~' = 104 °59' 6" 

)..." = 

l "' -1 -

)...'" = 

2-й случай: д2 = 
l' = 

163°18' 16" 
177с 51' 46' / 

236°10' 2" 

143°33' 40'' 
141°25'26" 

Л.' = 199°44'36" 
l~' = 2° 8' 14" 

)...'' = 56°10' 56" 
l"' --= - 7 5 о о' 54' ' 2 

)..'" == - 16°41' 44" 

В обоих случаях: 

и~·= 93°42'10" 

и~''= 126°28' 50'' 

и'= 76°27'20" 

и~'= 53°31' 10" 

п~" = 86°17' 50'' 

момент трёхосной фуннции 03 =0,01311; 
момент одноосной (трёхнратной) og=0,01280. 
Последний момент получается со знаном +, тольно 

сохранив перед выра1кением (64) знак -. Следовательно, 
положительный конец оси совпадает с южным нонцом 
земной географичесной оси. 

Рассматривая оба полученные решения, мы ви
дим, что они определяют одну и ту же систему трёх ... 
линии; различие же занлючается в том, какие нонцы 

одной пары из этой группы считать положительными 
и нание отрицательными. Полюс F, определяемый но
ординатами l' и и', остаётся всегда положительным 
концом оси. 

Rоординаты li', ui' и 12", и2" определяют одну 
и ту же ось Gg, ибо сумма соответственных ноординат 
даст 180°. Точно тан же ноординаты l'i", и1." и l2', 
и2,' определяют о,цну и ту же ось Hh, по той же при-
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чине. Но в первом случае положительные нонцы осей 
суть F, G, Н, во втором F, g, h. Соответственные по
люсы нанесены на прилагаемой нарте. Величина 
моментов в обоих случаях одна и та же, и момент 
фуннции, для ноторой ось земли служит трёх1'ратной 

.... 
осью, представляющии отступление от предпопожен-

ной задачи, равен моменту исномой фуннции. -У rлы 
между осями будут: 

-9::: FG= 40°101
, -1::. F Н = 61 °4 1

, 4:- GH = 74°21
; 

перемена знана полюса F невозможна, ибо 
l 1 =180°+141°=321° даёт для sin2Л величину, ббль-
1пую 1. 

Если возьмём значения l' по обе стороны от 
l 1 =140°, то получим решения или далено не удовле
творяющие уравнению ( 41) или же дающие для l 1 =150° 
8i=0,014, для l' = 1зо0 og==o,021. 

Таним образом, мы занлючаем, что при равенстве 
углов между меридиональными плосностями мы имеем 

минимум магнитного момента 3-го порядна земной 
uси, сравнительно с ближайшими положениями мери
диональных плоснЬстей, что изображено в следующей 
таблице: 

l' 130° 141° 150° 
l" 113° 104° 102° 
l" t 181° 1??0 168° 
~g 0,021 0,013 0,14 

Г ;1 а в а VII. ВЕКОВЫЕ ИЗМЕНЕНИЯ ЗЕМНОГО 
МАГНЕТИЗМА. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

30. Геометричесное построение шаровых фуннций 
потенциала Гаусса имеет особое значение для уяснения 
изменений магнитных свойств земного шара с вре

менем. Без таного построения наблюдательный мате
риал, обильно собираемый:, не может дать нам не 
тольно представления о тех значительных переменах, 

ноторые происходят в свойствах нашего земного шара, 
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во даже их приблизительной оценни. Приводимые 
ниже примеры подтвердят эти соображения. 

Мы имеем вычисленные ноэффициенты потенциа;rа 
Гаусса нроме 1885 г. ещё для 1829 г., вычисленные 
Ad. Erman'oм и Petersen'oм, ноторые нельзя, однано, 
рассматривать нан строго точные, тан нан они основы

ваются на позднейших наблюдениях, -nоторые были 
приведены R 1829 г. 

Для 1829 и 1886 гг. из ноэффициентов r аусса уже 
вычислялось положение магнитной оси земли, ното

рая есть не что иное, нак ось шаровой фуннции 1-ro 
порядка. Характериетини этой оси будут: 

1 

Л1 ~11 
1 

U1 
1 

1 
1 

1 

1 
1 

1 

1829 г. -61°35' 11°4!1' 0,326~0 1 

1 

i 1885 г. -67°37' 11°40' 0,3223? 

Таним образом, за 56 лет шаровая фуннция 1-го по
рядна очень мало изменила своё положение в про

странстве и свой момент. Мы можем рассматривать 
её нан выражающую неноторое нормальное состояние 
земного магнетизма. 

31. Обратимся теперь н сферичесной фуннции 2-го 
порядна. Е ё ноэффициенты для 1829 г. будут: 

g,ю= +О,001210, 

g21 =-0,044537' 
gи=+О,00124~, 

ll21= + 0,000?20, 
li22 =-0,012637 

Эти .коэффициенты представляют значительные от
ступ:rенпн сравнптельно с 1885 г., выражающиеся даже 
в перемене знака. ~1ы займёмся определением: измене
ния вида шаровой фуннции 2-го порядна и увидим, что 
то:тьно этим путём приведённые цифры дают нам со
вершенно неожиданное освещение тех значительных 
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изменений, которые происходят в магнитных свой
ствах земного шара. 

l\tlы должны воспо;rьзова ться здесь уже известным 
нам решением уравнений: (14) § 5, применяя их н новым 
значениям :коэффициентов Гаусса. Мы получим сле
дующие результаты, ноторые сопоставим с найденными 

нами результатами для 1885 г. 

Оеь В Оеь С 
Год ~вс ~2 

1 
Л1 U1 л!. и~ 

1829 186°4' 34)21' 167°56' ?3°45' 42°40' 0,005011 
1885 76°11' 28)12' 169°36' 82°42' 85°11' 0,039314 

Положительные полюсы осей В и С для 1829 г. обо
значены на нарте буквами ~ и у. Мы видим, что ось С 
за 56 лет весьма мало изменила своё положение, в то 
время нан ось В значительно, на 110°, переместилась 

.., 
от во стона н западу, мало изменив свои наклон н оси 

земли. 

Это изменение мы можем представить себе таким 
образом. Параллельными чёрточками :изображён на 
нарте большой круг, соответствующий плосности осей 
В, С для 1829 г. Он нанлонён к энватору под углом 
около 75° и делает угол оноло 43° с плосностью тех же 
осей для 1885 г. Этот нруг из положения 1829 г. пово
рачивается около своего эиваториального диаметра, 

прибли1наясь н северному полюсу, что означено стрел
и ой а, переходит его по стрелке а 1 и, описав угол 
в 43°, принимает полоi-нение, соответствующее 1885 г., 
причём энваториальныii диаметр постепенно переме
щается в плосностп энватора прпблизите:~ьно на 10° к во
стону. В то же время ось ~ двигается :к востону, слегка 
приподымаясь к северу от своего нруга широты, отсту

пая от него через 56 лет приблизительно на 5°. Момент 
фуннции возрастает за это время почти в 8 раз. 
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Едва JIИ возмо1нно при другой методе оха рантеризо
вать с таной отчёт:п1востью ве1-\оnое измепенпе потен

циала. 

32. Коэффициенты шаровой фуннции 3-го порядна 
с 1829 г. по 1885 г. измени:п1сь, но не сто:~ь значи-

" 
телъно, причем ни один из них не изменн.1 своего 

звана. Исс:rедование изменения вида этой фунhции 
требует продолжительных вычислениii. Из отношения 
ноэффициентов /z 33 и g33 мы находим, что сумма долгот 
осей этой фуннции для 1829 г. равна 550° про
тив 599° для 1885 г. Следовательно, за 56 ;тет вели
чина а возросла на 49. ВеJ1ичина М 3 измсннлась за 
то же время с 0,00206 для 1829 г. до 0,010227 
для 1885 г. 

33. Заключение. Результаты настоящей работы при
водят :к следующим выводам: 

1. Сложная нартина, представ:1яемая явленпями 
земного магнетизма, распутывается, ногда мы относим 

её н осям шаровых фуннций, представляющих отдель
ные магнитные потенциалы. Она вполне определяется 

u 

поло1нением их осеи и магнитных моментов соответ-

ственных фуннциИ. 
2. Нормальный магнетизм земного шара предста

вляется Tel\JИ из этих потенциалов, 1-tоторые претер

певают наименьшее изменение с временем. Таним по
тенциалом является потенциал равномерно намагни

ченной сферы, ось ноторой совпадает с осью шаровой 
фуннции 1-го порядна и представляет таи называемую 
магнитную ось земли. 

3. R роме оси 1-го порядка и соответственного маг
нитного момента следует принимать во внимание маг

нитные осп п моменты IЗысшнх порпд1\ов . 
. 4. Веhовые изменения, выражающиеся незначпте:~ь

ным изменением э.1емептов земного магнетизма, совер

шенно не дают понятия о деiiствите.т~ьпо происходящих 
значите:rьных изменениях магнитных свойств земли. 
Эти изменения выражаются значительным перемеще
нием ноноторых осей и очень мед.1енным-других oceii 
одной и той же шаровой фун:кцпн. 1Зе1\овыс изменен пя 

24 н. А. ~·!\IOB 
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в положениях осей и величин моментов могут повести 
н отнрытию причин, вызывающих эти изменения. 

5. Исходя из гипотезы, что г.т~авной причиной, уста
навливавшей харантер земного магнетизма, было вра
щение земли оноло ее оси, можно :каждую шаровую 

фуннцию представлять суммой двух, из ноих для одной 
земная ось есть ось нратная того же порядна, нан 

и фуннция. Вторая фуннция представит возмущение 
первой, нормальной. С этой точни зрения нормальный 
потенциал земли представляется суммой шаровых 
фуннций 1-го, 2-го, 3-го и таи далее поряднов, для но
торых земная ось является однонратной, двунратной, 
тр ёхнра тной и таи далее осью. Эта точна зрения может 
быть признана верной в том лишь случае, если мо
менты шаровых фуннций, имеющих своей нратной 
осью ось земли, не подвержены большим веновым 
изменениям. 

6. Восточно-азиатсная аномалия находится в связи 
с положением осей шаровой фуннции 2-го порядна. 

7. Преимущества предлагаемой методы видны из 
простоты приложенной нарты, обнимающей собой для 
1885 г. основные элементы земного магнетизма, обусло
вливаемые явлениями, зависящими от шаровых фунн
ций первых трёх nорядRов. 



---------· 

ДОПОЛНЕНИЕ ЗАКОНА ГИДРОДИсDФУЗИИ 
И НОВЫЕ ДИффУЗИОМЕТРЫ 

Настоящая статья преследует двояную цель: во
первых, уназать новые методы, упрощающие наблюде
ние явлений гидродиффузии и дающие возможность 
следить за ними непрерывно в течение про изволь по 

долгого времени, не нарушая хода явления; во-вторых, 

уназать на дополнение, ноторое должно быть сделано 

и уравнению диффузии Фина, чтобы оно действительно 
соответствовало наблюдению. Необходимость введения 
добавочного члена в уравнение Фина становится по
нятной, если мы обратим внимание на то обстоятель
ство, что во всех случаях гидродиффузии прибавление 
вещества или растворителя и существующему уже 

раствору всегда сопровождается изменением суммы 

смешиваемых объёмов, т. е. сжатием или расшире-
.., 

нием, происходящим от взаимодеиствия смешиваемых 

веществ. То, что мы наблюдаем в явлениях диффузии, 
представляется результатом двух антов: первого, при-

,_, 

носящего и даннои части раствора новые вещества, или 

собственно диффузии, и второго, сближающего изме
нившиеся в своих относительных ноличествах состав

ные части раствора. Этот последний ант увеличивает, 
в случае сrнатия, массу вещества в единице объёма, 
и это увеличение, эта «выигранная масса» должна 

1) Статья была помещена в ЖРФХО, часть физ., т. 23, 
вып. 7, 1891 г. (Прим. ред.) 

24* 
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фнгу рпронать Raf\ допо:rн11тс:1ьныii член в основном 
ураnненпн диффуз~~п, до спх пор принимавшем в рас
чет то:~ь:hо перnып пз двух вышеупомянутых антов. 

Это пренебрежение сжатием и:пr «выигранной массой» 
может быть допущено в с:rучаях дпффузии растворов 
тех солей, д.ая Rоторых это l\Олпчество представляется 

ма:rой ве.;1пчиной; но при дпффузпп нислот взаимо
действие составных частей растnора не может быть 
пренебрегаемо. 

Неприменимость обычного уравнения диффузии н 
упазанным выше яв:~спинм вытенает ещё из следую
щих сообр~жений. llнтеграл та:кого уравнения даёт 
зависимость :hонцентрацпи с:1оя в диффузионном ци
~т~пндре от времени и по.JI01:нения. Гlод нонцентрациеi't 
раствора разумеется 1-\олпчество растворённого веще

ства, содер;-кащегося в единице объёма раствора. Если 
" 

~J есть удельнып вес с:~оя, р-соотпстственное про-

центное содер11~ан11е вещества, то l\онцентрация пред-

ставляетея выражением Ф ={о~ . 
~1ы можем себе представить, что опыт производится 

так, что в отнрытыii сверху и запаянный снизу цилиндр 
" 

наливаетея опрсде.---rенное :ко:тичество раетnора и поверх 

него, осторо1нно, опреде.:rенное нолпчество раствори

те.т.rя. Интеграл уравнения диффузии ( отыснание его 
есть задача тольно математпчесного анализа) для бес
нонечно большого времени должен дать предельное 
значение, и 1,оторому приблиiнается нонцентрация, т. е. 

то значение, :которое мы получили бы после прямого 
взбалтывания взятых ноличеств определённого рас
твора и растворите:~я. Так нан эти ноличества наперёд 
нам известны, то нам известно процентное содержание 

веществ в проде:~ьном растворе, а уравнение Фина 
прнводит нас 1~ ве:п1чпне предельной нонцентрации; 
пз этих данных ~1ы вычисляем плотность раствора и на

ходим затем соотношенпе меа-\ду процентным сод~рiна

нием вещества в растnоре и этой плотностью-соотно
шение .крайне важное в теорпп растворов н до сего 
времени не на1~1деннос! Я пола1·аю, что ни автор теорпп 
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диффузии, ни ~овременные исследователи не признают 

общепринятую теорию диффузии достаточной для реше
ния, помимо всяких других данных, кроме коэффициента 
диффузии, вопросов столь важных и связанных с наи
более харантерными свойствами растворов. 

Тан нак указанная мною задача мо1нет быть поста
влена всякой те-ории диффузии и, с математической 
точки зрения, должна быть решена, то отсюда следует, 
что основное уравнение диффузии должно содержать 
в себе функцию, которая требует предварительного 
опреде:rен:ия для всякого раствора и без знания кото
рой интегрирование уравнения диффузии было бы не
возмоj-Rно; да;;~ее, самое решение поставленной выше 
задачи доллпrо приводить к тождеству, т. е. не давать 

нам нпчего нового. Отсюда следует, что основное урав
нение диффузии до.:Iжно содерл{ать в себе функции, 
представляющие или зависимость Ф от ~, или р от ~ 
длп раствора данного вещества. 

Гипотеза Фика, как мы увидим далее, предполагает 
специальную зависимость между р и р, соответствую

щую несжимаемости раствора при его образовании. 
Между тем при наб;тюдении явлений д11ффузии, в неко
торых методах, по плотности iJ n данном месте диф
фузионного цилиндра вычисляют концентрацию, оты
скивая в таблицах процентное содержание р, соответ
ствующее этой плотности. В таких приёмах кроется 
недоразумение, выяснение ноторого, нан мы увидим 

далее, весьма важно. Таблицы плотностей и соответ
ственного процентного содержания вещества соста

влены для об разовавиtихся растворов; я назову их 
статически.ми. Между тем в диффузионном сосудо мы 
имеем де;~о с об разующu./rtся ещё раствором, не достиг
шим ни в одном c::roe сосуда своего статичесного со

стоянпя. ~Iы не можем утверждать а priori, что те 
стадии, ноторые проходятся раствором, приближаю
щимся н статичесному состоянию, соответствуют та

ним же промежуточным. IIными словамн, а pr-iori 
не очевидно, что в rrpoцecce диффузии плотностп рас
твора р в данном месте сосуда соответствует то ea:v1oe 
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процентное содержание вещества, ноторое наблюда
лось бы нами в растворе той же плотности, при занон
ченном процессе растворения. Подобная очевидность 
существует тольно для таних растворов, ноторые при 

образовании не изменяют своего объёма: тольно д:~я 
них справедливо уравнение Фпна; но подобных рас
творов не существует. 

Из сназанного усматривается естественность по
явления добавочного члена в основном уравнении диф
фузии. Введение этого члена не требует видоизменения 
-гипотезы Ф~на о диффузионном тоне, наи пропорцио-

._. 

нальном разности нонцентрации веществ в смежных 

слоях. Этот занон можно дополнить, нан это делает 
О. Wiedeburg (Wied. Ann., Bd. XLI, S. 675, 1890), рас
сматривая член, представляющий гипотезу Фина, 
только нак первый член разложения неноторой фунн
ции; но не с этой стороны должно явиться существенное 
изменение в теории диффузии; таким изменением пред
ставляется введение «выигранной массы». 

Для пользования дополненным уравнением диффу
зии необходимо будет сделать гипотезы относительно 
этой массы. Одна из них, повидимому наиболее есте
ственная, состоит в том, что введение в раствор веществ 

процессом диффузии и полное изменение объёма, соот
ветствующее изменению в составе раствора, для объёма 
бесконечно малого происходят одновременно. 

Предлагаемый мною метод наблюдений даёт воз
можность проверить избираемые гипотезы. 

1. Приборы. Для наблюдения гидродиффузии я ста
рался найти методы, ноторые давали бы возможность 
собрать возможно большее число цифр, соответствую
щих различным моментам явления, ограничивая все 

манипуляции, нроме первой, простой отметноii пона
заний самого прибора. Тание методы значительно упро
щают самое исследование и дают возможность произ

водить его одновременно, следовательно, при одина

новых условиях температуры, над·uелым рядом жидно

стей, что весьма важно длn про~ерни заRонов диффу-
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зии, та:к как здесь, кап мы увидим, имеет большое 
значение сравнение цифр, соответствующих растворам 

различных :концентраций. 
Первоначально для указанной цели мною употребля

лись стеклянные mарини малых размеров и различного 

веса, указывавшие своим положением плотность в раз

личных частях раствора, в :котором они плавали на 

разных глубинах; перемещение этих шариков, наблю
давшееся изо дня в день, давало 

отчёт о явлении диффузии (см. 
мою статью «Диффузия водного 
раствора поваренной соли», XIV т. 
Зап·исо:к Новороссийс:кого обще-
ства естествоиспытателей, 1888 г.). 
Та:ким приёмом мною производи-
лись наблюдения над диффузией 
раствора поваренной соли с нояб
ря 1887 г. по апрель 1888 г., за
тем с осени 1889 г. по настоящее 
время, и, наконец, наблюдается 
диффузия серной и азотной нис
лот в воду с ноября 1890 г. и по 
настоящее время. 

При таком приёме необходимо, 
чтобы диаметр диффузионного ци
линдра был бы достаточно велик 
сравнительно с диаметром взве

шенных в растворе стеклянных 

в 

11 

Рис. 1. 

D 

Е 

h 

lz' 

с 

шари:ков; это обстоятельство делает приборы объёми
стыми и требует большого ноличества жидкостей. 
Во избежание этих неудобств и для определения итога 
диффузионного явления в любой момент я употребляю 
иные способы наблюдения. 

На рис. 1 АВ представляет стеклянную трубну, 
длиной оноло 40-50 см, произвольного внутреннего 
диаметра (мои трубки имели внутренний диаметр от 
1,2 мм до 2,8 мм). Таная трубна представляет собой 
диффузионный цилиндр: в нём происходит процесс 
диффузии. В вершине В н дифф!зионвому цилиндру 
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припаивается напиллярный сифон BCD, согнутыii 
из термометричесной стенлянной трубни. Внутренний 
диаметр сифона выражается сотымп до:тями милли
метра. Часть СЕ нолена CD на протяжении 15-20 см 
разделена на мил:~иметры. Описанньп! прибор я назову 
сифот-иrы.м дпффузuоJvtетром. По:~:ЬЗ) ются пм с:~едующим 
образом. 1-\онец А диффузионного цп:rиндра погру
жается в сосуд, содер.rнащий растворитель, например 
ноду. Вода втягивается, поднимается в диффузионном 
цилиндре и затем переходит в но:~ено ВС сифона; 
в тот момент, ногда она достигает точ1.\и С, или же .. 
немного ее переходит, насасывание воды преRращают, 

и последняя сама поднимается в напп:т.Jiяре С D, пр:и
чём после неснольних небольших нолебани:ii остана
вливается на некотором уровне /z. После этого на отвер
стие D надевается восновой нолпачон, ноторый прЕ
плавляется своими нраями R наружным стеннам трубки; 
сосуд с растворителем отнимается прочь и на его место 

ставится другой, наполненный диффундируюn.з;ей жидно
стью, тан, чтобы нонец А, погрузившись в неё, нахо-
-дился на прежней глубине относительно уровня жидно
сти. Восновой нолпачон над отверстием D срезывается, 
и отсчитывается показание h уро1ц-1я растворителя в на
пилляре. Прибор готов для наблюдений. 

Диффундирующая, более плотная .rнидкость подни
мается в диффузионный цилиндр, вследствие чого нолон
на АВ с'тановится всё более и более тя.rнёлоii, почему 
уровень растворителя в Rапилляре С D опуснается всё 
ниже и ниже. Вес нолонны растворителя, соответству
ющий понижению уровня h-h' в напилляре, предста
вляет непосредственно увеличение веса вертинальной 
нпти, одинанового диаметра с напилляром, мысленно 

проведённоii в диффузионном цилиндре. Рассматривая 
последний беснонечно длинным, легно установить, наR 
будет поназано ниже, простое соотношение между 
падением h-h' .r:кидности в напилляре и временем . 

. Это падение измеряет разность между весовыми ноли
чествами жидностей, входящпх и выходящих из диф
фуздонноrо цилиндра. Колену CD даётся таная же 
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:iЛина, наи и АВ, хотя растворитель занимает в нeil 
менее четверти всей д:~ины, с пелью уменьшить испа

рение жидиости. Ни испарение, нп прилипание iнидио
сти н стениам при её опуснании не могут влиять на 

стояние уровня в напил.:~яре, таf\ нан оно обусловли
вается исилючитс:~ьно изменение~~ вееа жидRости в диф
фузионном цилиндре и силой сцеп:1ения в f\апп:т:тяре. 
~1алостью диаметра f\олена CD (другое нолено ВС 
сифона мол-\ет иметь и больший диаметр) достигаются 
две цели: во-первых, высота падающей нолонны С lz 
·больше, а потому наблюдения могут продол,Rаться 
·в течение бо:тее значительного времени; во-вторых, 

,,., .. ~, 

ооъем 11п1дf\остп, переходящеп при падении уровня 

в I\апплляре в диффузионный цилиндр, насто:~ьио мал, 
что не вытесняет 1иидиость из этого цилиндра обратно 
в сосуд С, а изменяет то;~ьио иривизну поверхноетп, 
разграничивающеi-i в части А жидRость диффузион
ного цилиндра и 1нидность сосуда, из ноторого проис

ходит диффузия. 
Д:тя предупре.1-ндения изменения уровня во внешнем 

сосуде вс:~едствие диффузии последний имеет диаметр 
значительный сравнительно с диаметром диффузион
ного ци:пrндра; я употребля;~ цилиндричес:кие стаианы 

с внутренним диаметром оноло 45 "м.м, в 1-:оторых 
;,нидность была налита на 2 см выше дна. Чтобы иметь 
представление об испарении растворителя из 1-~апил
Jiярной трубии, рядом с прибором помещался обынно
венный опронинутыli: сифон из таной же трубни, та
ной же длины, нан напилляр, и в обоих ноленах ното
рого растворитель занимал высоты, равные Dll; в тече
ние месяца прп температурах опыта (14°,7-16°,5 С) 
испарение не превыша:то 0,8 .м~it в f\аждом: нолсне. 

Для замедлсппя испарснпя жидl-\остн из сосуда С 
пли Jне поглощения ею (например, если жидность есть 
серная нислота) в:~аги, предварительно (рие. 2) на диф
фузионный цилиндр АВ н3:девалась сте:клянная труб на F, 
ходившая по нему со слабым трением; н этой трубие 
приплавля;~ась парафиновая пробна п; вся система 
с помощью двух нитей i висела на шпильне k, вотнну-
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той в пробку т, через ноторую проходил и ци
линдр АВ. 

Пробна т имеет прорез р, f\оторым она насажена 
на горизонтальную линей:ку S, поддерживающую на 

s 

п 

своём протяжении целый 

В ряд подобных JRe диффу-

' 
F 

Рис. 2. 

зиометров. После погру
жения конца А в диффун

D дируюшую жидкость нить 

i снимается со шпильки k 
и трубка F с пробноii п 
опускается на сосуд, н 

в D 

п 

Е 

F 
---

с f1 ~--- . .=--- ---- --- -· --
--л: --- - -·- - -

Рис. 3. 

краям ноторого приплавляется пробна помощью на
гретой металличеснqй проволони, изогнутой в виде 
полукруга. Давление наружного воздуха передаётся 
13нутрь сосуда через наµиллярное пространст130 между 
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стеннами трубни F и диффузионного цилиндра АВ. 
Обмен в:~аги между внутренним и внешним воздухом 
совершается через то 1-F-e пространство. 

При опытах с серной нислотой я употреблял ещё 
другой аппарат, а именно (рис. 3): диффузионный 
цилиндр АВ вводился внутрь сосуда, состоящего из 
двух по:~остей F и G, наполненных растворами серной 
нислоты одинановой нонцентрации. Сообщение этих 

._, 
полостеи с наружным воздухом совершалось при по-

.мощи припаянных:н их стеннам трубон т и п, при
легавших со слабым трением н проходившему внутри 
них диффузионному ц·илиндру АВ. Серная нислота 
в полости F имела назначением предварительно оеушать 
воздух, ноторый поступал в сосуд С, из ноторого нис
лота диффундировала в диффузионный цилиндр. 

Нанонец, третье видоизменение прибора состояло 
в том, что сосуд с диффундирующей жидностью имел 
вид нолбочни с припаянной, вместо горлышна, длин
ной трубной, заменявшей трубну F на рис. 2; в этом 
случае парафиновая пробна излишня. 

Представим себе три вертинальных нолонны, на
ждая с сечением, равным единице площади, и заменяю

щих, соответственно, нолена АВ, ВС и С D аппарата; 
означим через Р, р, 1t веса содержащихся в них жидно
стей, через F-напиллярную силу, действующую у ме
нисна в ноле1~е С D; полагая, что точни А и С находятся 
на одном уровне, имеем для веяного момента времени 

уравнение: 

Р-р+тс=F. 

Ес:~и Т есть температура, h мм-высота жидности 
в нолене CD, а-её удельный вес, то т==hа. Пусть 
длина АВ равна 500 ..+~м и для данного момента про
цесс диффузии распространился на 1 / 5 часть длины АВ; 
среднюю плотность жидности в этой части означим 

через р. Предыдущее уравнение для данной темпера
туры будет: 

-
tOO (р-а) + ha = F, 
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от нуда 
-

F р-а 
li =-- -100 . 

а а 

Оценим влияние но:~ебаниii температуры на вели
чину h. Изменение !1, соответствующее изменению тем
пературы на 1Т, представится двумя ч:~енами: 

~cF) ~Т п -- 100 ~ с~а) ЛТ. 
dT а dt а 

Влияние первого члена мо.rнеI. быть определено 
с помощью одного из описанных диффузионных аппа
ратов, наnо:тненного исключительно растворителем 

плотности cr. Taнoii аппарат, наполненный дпсти:тли
рованной водоii, при нолебаниях температуры оноло 
2° С, имевших место в зале физичесной лаборатории, 
не обнару.rнил заметных изменений высоты h. Что 
-касается второго ч:тена, то он тоже мал; таи, принимая, 

что диффундиру~ощая .rнидность есть азотная -кислота 
п~-~отно~ти 1,4, мы можем принять плотность ~= 1,2, 
и тогда второй член будет меньше О, 1 .л-tм -nеличины, 
лежащей внутри погрешностей наблюдения. 

Что насается в:~ияпия температуры на самыil: про
цесс диффузпи, то непосредственное, вследствие мало
сти её нолебаний, ничтожно; нарушение .rне процесса 
тонами жидности, происходящими от изменения тер

мичесних условий, не может быть значительным при 
6ольшоii узности употреблявшихся мною диффузион
ных цилиндров. 

Отсчёты высоты h на нолене CD производились .. .. 
мною невоору.rненным глазом, причем оценивались 

пятые до:ти миллиметра. ~Iожно было бы д:тя умень
шения влияния температуры приводить все диффузио
метры в момент наблюдения 1~ одной опреде:~ённой; 
но я не имел возможности еде:~а ть для этоii цели необ
ходимые приспособления. i-I-\е;rательно было бы произво
дить подобные наб:~юдения внутри специально устроен
ного термостата: в этом случае возможно значительно 

уве.1:ичить чувствптельность метода, заменив верти

:кальное :колено CD другим-почти горизонтальным, 
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В моих опытах вес днффузиометры, чис :~ом 11, 
помеrцались в стоl-\лянном ШI--\афе, по1\рытом воilлоч
ным чехлом. !\роме того, 1-\аждыii диффузионный аппа
рат был онружён бумажным плотным ци;~индром та1-\, 
что колено CD оставалось видимым. Внутри шнафа 
висел термометр; на пос;~едовательноо поднятпе по:~у

чехла и наблюдение всех диффузиометров требова:~ось 
не более четырёх минут; наблюдение производилось 
один раз в сутни. Этими наблюдениями мы восполь
зуемея в настоящей статье; но диффузия наблюдалась 
мною ещё другими прпборами, иоторые, в видах по:~
ноты, будут мною здесь же описаны. 

D 

.-

7 ' -
-

в 
h 

-
Ег 

) 

-
J -

rл 
-
-

\. ,1 
~ 

с 

Рис. 'i. 

Дuффу.1uо1и-tый крючок (рпс. 4). Цель этого прп
бора -исследование диффузии в различных участнах 
диффузионного ци:~индра АВ, то:тьl-\о часть АЕ ното-

0 

рого сохранена вертина:~ьнон; изменение веса жидно-

сти тольно в этои части в;п1яет на падение уровня рас

творителя в I--\апи:~:1ярс С D. Hecl-\0;1ьho та1-\их Rрючнон 
разл:нчнон д:~пны с однпм и тем же растворителем по

гру.1наются в один и тот же сосуд с диффундирующеii 
жид.костью. 

Диффузионный а peowwcm р. Согнутый стенлянныii 
сифон АВ (рис. 5) напо:.rняется водои, вешается на 
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1-\рючон С выдутого из стенла ареометра Е с длинной, 
тонной, градуированной шейной D. Весь прибор опу
скается в диффундирующую жидность, например в сер
ную нислоту S, налитую в длинный цилиндрический 
сосуд М, ноторый погружён в другой, больший, N, на-

..... -- - ---
-= :-. = -:_д ~----=-в ~ ~ =-= 
- -- ------ ------ --- ·------- - --- -м- ---- ·----- - --- - - ------ ----- ---

Рис. 5. 

" ... 
полненныи водои; в этом послед-

нем висит термометр Т. По мере 
поступления серной нислоты в си
фон АВ он становится тяжелее, и 

.., 
число делении, на ноторое опу-

снается шейка ареометра, служит 
уназанием хода диффузии. 

2. Вывод уравнения диффу
зии, обращая внимание на сжа
тие растворов. Примем, что сече
ние диффузпопного вертинально 
стоя1цего цилиндра равно единице 

площади; через х означим ось 

цилиндра, отсчитывая ее от ниж

него сечения х = О вверх. Обмен 
веществ через наное-нибудь сече
ние цилиндра, нормальное н его 

стен1\а:м:, мы принимаем подчиня

ющпмся заf\ону Фина, ноторый 
будет выражен мною согласно 
приёму Стефана (Wied. Ann., Bd. 
XLI, стр. 725, 1890). 

Число моленул растворителя 
в единице объёма обозначим че

рез п, диффундпрующего вещества - через N; массы 
моленул - соответственно через т и Af; удельный вес 
растворителя - через а, раствора в µ,анном месте диф
фузионного ци:п~ндра- через р, время- t. Мы имеем 
соотношение: 

MN +n1n=p. (1) 

По гипотезе Фи:ка весовое :количество диффундирую
щего вещества, проходящего а:ктом диффузии через 
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.. 
единицу сечения в единицу времени с однон стороны 

на другую, будет: 

(2) 

и растворителя: 

(3) 

здесь r- есть ноэффициент диффузии, не зависящий, по 
удерживаемому нами предположению Фина, от нон
центрации раствора. 

В видах упрощения вывода дифференциального 
уравнения диффузии будем рассуждать над единицей 
объёма, взятого где-нибудь внутри диффузионного 
цилпндра и ограниченного его стевнами и двумя сече

ниями а и а 1 , нормальными н стеннам и равнымп 

на.tкдое единице площади. По истечении элемента вре
мени dt в пространстве, ограниченном этими двумя 
сечениями, :количества веществ изменятся на разность 

диффузионных тонов, проходящих через а и а1 , т. е. 

н прежним массам 

MIV и тп 

соответственно алгебраичесни прибавляется 

d 2!V d 2n 
р. dx 2 М dt И р. dхз т dt, (4) 

т. е. по уравнению ( 1) н массе ~ прибавляется масса 

( 4') 

Таним образом, прежняя единнца объёма вслед

ствие изменения её удельного веса ~ в ~ + ~~ dt переii
дёт в новый объём: 

(5) 
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Означпм через ~ происшедшее 11з~1енсние единицы 
о6ъёма: это будет пап с1-.катпе п:тн расшпропне - сооб
разно с фнзичес1,нми свойстnамн раствора; д:Iя :нрат
:кости мы назовём его ус:~овно с.rнатием н будем считать 
по:~ожите~1ьным. l\Iы имеем по опредеаенпю: 

d2p 
р + µ d 2 dt 

Л=1- х 
d? 

р + dt dt 

(6) 

Прпводя 1~ одному знаменателю, опусная беснонечно 
ма~~:ые 2-го доряд1'а и деля на dt, находим: 

д d? d 2p 
dt Р = dt - f-L dx2 • (1) 

Это есть уравнение диффузии, допо~~:ненное членом 
л 
dt (!, представ:тяющим nыпгранную массу; полагая 

., с...• 

последнюю равнон нулю, мы получаем, h'ah частныи 

случай, уравнение Фина: 

dp d2p 
- = U,-. 
dt 1 dx2 (7) 

Это выражснне по:1учается и nрямо, по.~:агая отно
шение (5) равным единице. Таким образом, дифферен
циальное уравнение диффузии, в том nиде нан оно 
доселе nыводилось, предполагает неизменяемость объёма 
при пзменяемостп массы процессом диффузии. Это пред
положение, де;1авшоеся для веяной концентрации, содер
;нит в себе две гипотезы: 

а) отсутствие взапмодеifствиi1 меrнду веществами, 
1,роме тех, f\оторые обус:~ов:~ивают диффузпонный ток; 

Ь) объёмы веществ, обменивающпхся процессом диф
фузпи, друг другу равны, т. с. объём вещества, входя-
1цего в данную часть диффуанопного цплпндра, равен 
объёму выходящего пз неё растnоритс:1я. 

Из этих двух, снрытых обынновенно, гипотез то:1ьно 
первап находится в прямом протнворечнп с правп.;1ьным 

ураnнсппем (I); что .1не 1,асаетrя второй гппотезы, то мы 
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у~идим да.·1ее, что она тоже пс соответствует денстви

тельностп. IJ рса-:дс чем занятьс н разnнтпе:м основно1·0 
уравненнн (I), мы по1;ажем прн.-~оан~ние уравнснпн 
Фпка (7) 1\ пред.1агае~1ы:м мною ~1стодаl\1 наб.J1оден ин. 

3. Теорпя метода ;.:~;иф_фуз11онного сифона на осно
вании уравнения Фина. Считан время t от н ачааа дпф
фузии, ннтегра.-1 уравнения (7) предстаннтся, }{ат~ из
вестно, ilЫ раа-:снпс.:\-1: 

1·де 

~J 

~=А+В ~ e-Y"2dy, 
о 

х 

6=--2t;t 
п А 11 В tуть постоянные. 

(8) 

(9) 

Означим через ~о уде;~ьныii вес жидкости в сосуде, 
из Rоторого происходит диффузия, 11 примем, что 
вс~'lедствие бо:~ьших размеров этого сосуда сравнитс:~ьно 
с диффузионным цилиндром П~!ОТНОСТЬ этой ЖИДI-\ОСТlf 
остаётся всё время без изменения; с:~едовательно, 

~ на rеченпп х ~О равно р0 . Называя через :; уде:~ьный 
вес жпд1.;остп в диффузионном цн:~индре до начааа 
диффузпи и рассматривая этот цп~'lнндр бес.конечно 
длинным, в точнах х = со имеем ~ == :i. Вводи эти усло
вия, по.Jiучим: 

Полагая 

находим: 

9 

В- 2 Ро - а - - у~ . 

;__ ~ е-У' dy = U, Ио=оо = 1, 
-,; 1i: о 

р = р 0 - (?о - а) U · 

(10) 

( 11) 

Вычислим от начала диффузии до данного момента 
времени увеличение веса нолонны диффузионного 

25 Н. А. Умо:Q 
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цилиндра, ограниченной сечениями х =О и х == l, в:з 
коих каждое равно единице площади. Означая через Р 
этот прирост веса, имеем, по определению: 

l l 

Р = ~ р dx- ul = (р 0 - u) { l - ~ U dx} . 
о о 

Но 
l 

z 2JГ µ.t _ z2 
r и dx = 21_ ( е-У2 dy + -.! ~ { е - 4µt - 1} . 
~ f"n J v7t 
о . о 

Следовательно, подставляя: 

С возрастанием l до бесконечности UJ=l приближает
ся по его свойству ( 10) к единице, а потому для l = cr, 
т. е. для бесконечно длинной колонны, 

р _ 2(р0 - а) v· -
- ftl. Y7t (12) 

Е~ли за то же время в измерительном полене С D 
сифона уровень жидnости упал с высоты h0 до h, то 
наi'1денный нами прирост веса Р должен быть равен весу 
упавшей колонны, принимая площадь её основания рав
ной единице, т. е. весу 

(h 0 -h)a. (13) 

Приравнивая друг другу выражения ( 12) и ( 13), 
получаем формулу, дающую занон падения уровня в 
колене сифона в зависимости от времени: 

} h - 2(ро- a)v-
lo - - "1- r-t. 

а У 7t (14) 

Положим 

R _ 2(р0 - а) 
1 - ";-- ' 

а У тс 
( 1.5) 
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тогда 

(16) 

То-есть падение уровня растворителя в капилляре си
фона прямо пропорq,иокалъко коркю квадратному из 
времени, протекшего от начала диффузии, равности 
плотностей диффундирующей жидкости и растворите
ля, и об ратн,о п ропо рциональко плотности раствори
теля. 

4. Развитие основного уравнения диффузии. Мы 
займёмся теперь изысканием выражения для функции д. 
Эта задача настольио важна, что я считю нужным пред-.. 
ставить ее решение двумя различными путями; они 

послужат вместе с тем к большему уяснению представ
ления о процессах, сопровождающих диффузию. 

а) Первый вывод. Предположим, что желаем составить 
раствор плотности р1 , занимающий объём ш< 1, из ве
щества плотности d и растворителя плотност~ а. Означим 
через р 1 процентное содержание вещества в растворе. 

Весовое количество составных частей раствора в объёме ш 
будет: 

вещества шrj Р1 
r 1 100 ' 

100- р1 
шр 1 100 · 

J 

(17) 
растворителя 

Желаемый раствор можно приготовить двояким об
разом: 

1) Смешиваем сразу части ( 17); первоначальный объём 
смеси 

(1)Р1 . Р1 + rop1 100 - Р1 
d 100 а 100 

переходит вследствие взаимодействия её составных час
тей, по условию, в объём ш, вследствпе чего смесь 
испытывает сонращение объёма или сжатие 

Л" _ wp1 • Р1 + wpt 100 - Р1 _ 
- d 100 а 100 w, 
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или, по:1агая 

D = J!.! { f!_t + 100 - р 1 } 
1 100 d r:; ' 

( 18) 

сжатие 

~" = ш (D 1 - 1). ( 19) 

2) Тот JRe раствор может быть получен другпм путём. 
Составные части ( 17) разде:-1им на дне группы. 

Первая взаимо;:~;еl~ствпе:\1 свопх составных частеii пе
реходит в объём, равный едпнпце; п:~птность образовав
шегося раствора означпм через р, процентное содержание 

n нём вещества через р. Н этом растворе содержатся 
весовые 1.;0:1ичества: 

вещества 

растворптс:Iя 

µр 

100 ' 
р(100 - р) 

100 

l 

1 
~ 

1 

(20) 

J 

Вторая группа содержит ~1ассу шр 1 - ?>0 н весовые 
ноличества: 

растворителя 

'" Р1 р 11 
~ =ФР~ 100 - р 100 ' 

} 
100 - р 100 - р 1 

-~ = тр 1 100 
1 -р--10_0_ · 

J 

(21) 
вещества 

Первая группа вследстnио взаимодействия своих со
ставных частей, занимавших первоначально объём 

:~ р р 100- р 
d . 100 + с; 100 

по ус.~1овию соRращается n о(}ъём, равныii сдпнпце; это 
парциальное сонращенпе _\', по:Jагая 

D = _J_ с·!!_ , 100 - Р_'\ 
100 d l с ) ' 

(22) 

бvдет: 
"' 

_\' =D-1. (23) 
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3атем вторая группа действует на образовавшийся 
раствор первой группы, п оставшийся объём 

1 ~ 'У/ +-- +-d а 

сонращается, по условию, до ш; ве:1нчпна 

второго парциа:~ьного еоRращення будет: 

-1'" = 1 + ~ + ~ - (1). 
d а 

(24) 

\ ' ' ' ....\ этого 

(25) 

Сумма па рцпальных со1..:ращсний до:rжна равняться 
по:~ному, т. е. 

.1" = Л' + ~"'. (2G) 

Виося сюда соответс~венныо величины ( 19), (23) п (25), 
находим нос:~е приведснIJя: 

Ll)Dl - D = ~ + ; . (27) 

Это выражение то1.r\дестnснно удов.аотворяотся значения-
ми D (18) и (22) и ~' "1 (21). 

Пo:io.tRИM теперь, что подмесь е и YJ i..: раствору п.аот
ности р, заннмаuшсму оGъём, равный едннлце, произне
дена ан r ом диффузии в течение эJ1емента времени dt; 
тогда, по соотношснпям ( 4), 

(28) 

и объём ш представляет собоr-о тот, нато pыii достигается 
единицеi'~ объёма раствора во время диффузионного 
процесса по прибавлении :к нему ко:~ичеств (28); с~~едо
ватсльно, 

..\=1-ш. (29) 

д есть ма:~ая nс:rнчнна 1-го порядна; р 1 и р, D 1 и D 
разнятся др) г от друга тоа~е беснонечно мало, а потому 

D 1 = D-t- dD, (ЗО) 

где зна~\ дпфференцпа.:rа d отпосптся I\O вре~1сн rr. 11 ре
небре1·ая произнедснис:м д. d D, :мы по:r.' чае~1, Пt)JIЬз~·нrt> 
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(29) и (30), из (27): 

dD - Л · D == ~ + ~ . 
Но, по определению, 

р=100 ·NM, 
р 

а потому из (22) имеем: 

100 
100-р == - пт, 

? 

(31) 

(32) 

D = NdM + п: . ( 33) 

Внося ( 28) и (33) в уравнение (31), находим: 

M'dN + тdп_~ D = µМ d 2
N -t- µт d 2п. (34) 

d dt а dt dt d dx2 о dx?. 

Основное уравнение ( I), по соотношению ( 1), можно 
представить в виде: 

д dN dn d 2N d 2n 
dt p-Mdt- т dt = -r-M dx2 -r-mdx2 · (35) 

Иснлючая д из уравнений (34) и (35), умножая первое 
на р, второе на D и снладывая, приходим н равенству: 

м(J -D )(~~ -fL ;;;v)+ 
+ т(: -D )e:-fL ~:~) =0. (36) 

Обращая внимание на выражение D (22), имеем: 

L-D = _f__ (__!_ _ _!_) (100-р) 
d 100 d а ' 

: -D= -i~oC- ~)Р· 
Внося в (36) и сонращая, получим: 

М ( 100- р) ( ~~ -11 ~':. )-тр ( ~; - fL ~:~) =О. (37) 

Выведем из этого уравнения неноторые следствия. 
Мы видим, во-первых, что при р, отличном от О пли 100, 
еспи диффузия одной составной части раствора следуе1 
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закону Фика, то ему следует и диффузия другой состав
ной части: сжатия нет. 

Во-вторых, если р или же 100-р очень мaJio, то 
диффузия той части раствора, которая содержится в мень
шем ноличестве, почти следует закону Фика. 

Воспользуемся теперь уравнением (37) для решения 
нашеi':I основной задачи; из уравнений ( 32) мы находим, 
рассматривая произведение р~ нан фуннцию от r: 
MdN 1 d (рр) dp 

dt = 100 • dp dt ' 

mdn ==-1 [ 100 _d(pp)J dp 
dt 100 dp dt ' 

Md2N::::::: _1 [ d2 (рр) (!:1.)2 d (рр) d2p ] 
dx2 100 dp2 dx + dp dx2 ' 

\ 

i (38) 

т d2n = _1 [ 100 d2p _ d2(pp) (dp)2_d (рр) d2~ ] 
dx2 100 dx2 dp2 dx dp dx2 • J 
Подставляя эти выражения в (37), получим после 

простых приведений: 

где 

-- -- О"ф -
dp d2p ( dr) )2 
dt - r-" dx2 + • • dx ' 

d2 (рр) 
-dp-2-

r.p = d (рр) 
---р 

dp 

Сравнивая с уравнением (1), имеем: 

л (d? )2 
dt = 1-1r.p dx • 

(1') 

(11) 

(111) 

Процентное содержание р вещества вошло в эти 
выралшния через величину D (22). Последняя, сама 
по себе, пе предпо;1агает нинаноii предварительной .. 
связп между коJ1ичествами р и fJ, в нее входящими; 

поэтому р в нашем уравнении диффузии есть таное 
же неизвестное, нан и ~; для пользования уравнением 

необходимо, следовате.иьно, сделать гипотезу о соотно:µ~е

нии между р и v· 
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Ь) Второй в ыеод. Мы разу:мо:111 под N п п чпсла 
" .. 

мо;~е.ку.;~: вещества п растворитс;тя в единице ооъема. 

После того 1'ан по истсчеппп бес.конечно малого э:rемента 
времени dt в этот объём поступпт r;о;пrчество молену:r 
вещества, раnпое 

d 2N 
'J. --- dt 
i dx2 ' 

п этuт объём со.к ратнтея до 1 - ...1, чпс:~о мо.;~:екул веще
ства, соде ржа1цееся n нonoi'r единице объё:ма, будет: 

d 2N 
N + µ --- dt d,r,2 

1-д 

Вычитая отсюда чпс:Iо моле:кул N, содер1навmихсн 
в пре1-ннеi1 единице объёма, мы получаем прирост 

dd~ dt чис.:гrа мо:~е:ку:~ вещества в сдпппцо объёма, т. е. 
d2N 

dN N + µ dx2 dt 
di dt = 

1 
_ д - N. 

Умножая обе части на 1- Л и пренебре~-'ая 
нечпо малыми 2-го порядна, найдём: 

dN. d2N д 1 
([( = i-t ах2 + N lit ' ( 

} 
1 
J 

dn d 2n Д 

d t = 11- dx 2 + п dt • 

и точно таи же 

бес.ко-

(39) 

Из этих двух уравпенпi1, умножая первое на JI;/, 
вторпо на п и снладыnая, получим, обращая внимание 

на ( 1 ), - основное ураnнснпо (I). 
Вставим теперь в первое пз уравнений (39) вместо L\ 

его nе:~пчппу пз уравненпя (I); по:~учпм, по умножсппп 
па Лf: 

А! dN = jjf d 2N_ , ~l!N cdp _ . d2p). 
dt r- dx2 т 'J dt 1-1 dx2 

~ 

Ilo JJ/1\ir ;\JOfl·\Jro выраз11ть про~шпсдеппсм рр нз (:-З~), 
пс nпоея1псго п111.;а1\ого новоJ-о условпя; в этом прсдпо-
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лолшнип производные М iV по t и х представятся 
выражениями (38), и, внося их в предыдущее уравнение, 
последнее обратим в найденное выше уравнение (I') . 

• Точно так же можно поступить 11 со вторым из уравне
ний (39). 

Нанонец, уравнеппя (39) обращают в тождество 
уравнение (37), :которое, по со•~ращении на ~, прини
мает вид: 

М (100-р) N-трп =О 

и удовлетворяется соотношениями (32). Уравнение (31) 
можно представить в интересной форме' внося в него е 
и YJ (28) и обращая внимание на выражение D (33): 

д dD d 2D 
dt D = dt - !-1 dx 2 ' 

(IV) 

аналогичное основному уравнению (1). D представляет 
собой объём, в 1~оторый превратится единица объёма 
раствора после разделения двух её составных частей: 
вещества и растворителя. Таним образом, объём, зани
маемый до смешения составными частями единицы 
объёма раствора, следует тому же занону, на:к плотность 
раствора. 11 ри гипотезе Фина: D = 1 и д =О, а потому 
уравнение (IV) и не появлялось в обычной теории 
диффузии: равенство D = 1 для этого случая обнару
жено далее (41'). 

5. Первая гипотеза о функции Л и интегрирова
ние -уравнения. Мы принимаем, что процентное содер
жанпе р, входящее в выра~ненис (22), равно таблич
ному, соответствующему п.;rотности р; иными словами, 

что в nан;дыii отдельныii момент дпффузионного процесса 
наJ-ндый с:1ой раствора успевает достигнуть наибольшего 
сонращения, вообще изменения объёма, сообразного 
но:~ичеству веществ, поступающпх в псго, в этот момент, 

прп п рuцессс дпффузнп. 
I1рн таl\ой гппотсзе 11нтl'I pнpoвaJIJJC ураnнсния (1') 
,.., 

т рсо,\т•т п рс;(ва р lfTe.-rы101 ·о а1 :u r1 ня за1н1с 11 '1ост11 1~011 центра-
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ции раствора от его плотности, т. е. нужно звать зави

симость от р фувнции 

(40) 

Таним образом, теория диффузии вводится n надле
жащие рамни. 

Мы имеем, далее, вместо (II) 

d2ф 

dp2 
rp = dФ Ф ' 

dp-p 

и уравнение (III), поназывая нам, что сжатие Л пропор
ционально нвадрату диффузионного тона или что диффу
зионный тон пропорционален нвадратному норню из сжа
тия, вносит родственную связь между способностыо 

растворов к диффузии и способностью изменять свой 
объём взаимодействием своих составных частей. 

В том спучае, ногда фуннция ер== О, уравнение (I ') 
совпадает с обычным видом дифференциально~ о уравне
ния диффузии, интеграл ноторого .н;ля различных слу
чаев известен. 

Заметим, что это уравнение справедливо, следова
тельно, в том лишь случае, ногда 

d2 (рр) =о 
dp! ' 

т. е. при зависимости 

с p=c+f, (41) 

где с и с 1 суть постоянные. Таная зависимость действи
тельно имеет место при отсутствии изменения объёма 
во время образования раствора, таи нан в этом случае 

для 100 граммов раствора можем написать: 

100 - р + 100 - р 
~ - d q ' 

( 41 ') 
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откуда 

100d 100 da 1 
р= d-a 

. -
d- а р 

Если бы мы сделали другую гцпотезу относительно 
функции Л, то получили бы уравнение, ноторое суще
ствовало бы рядом с уравнением (1'). Они дали бы нам 
возможность определить обе неизвестные величины р и ? , 
а следовательно, и зависимость между ними; в таRом 

случае эта зависимость была бы отлична от имеющей 
место для статичесних растворов. 

Для интегрирования уравнения (1') мы предположим, 
что растворы данного вещества могут быть разбиты 
на такие группы, для которых функция ер изменяется 
мало; мы можем при этом условии найти приблизи
тельный результат, интегрируя при допущении постоян
ства ~· Та.кое предположение, перенесённое на растворы 
всякой :концентрации, представляет собой танже специ
альн3 ю гипотезу. 

Мы принимаем, что р есть фуннция переменной б (9): 
х 

б == 2 у jd ' ( 42) 
тогда 

d? 8 dp dp dp 1 d2p 1 d2p 
dx 2 = 4ut d6 2 • ( 

4З) dt = - 2t dб' dx -= dб 2 Jf" 1-1t ' 

Подставляя эти величины в уравнение 
умно1-ная его на 4t: 

dp d2p ( d? )2 2edё+do2+~ d6 =0. 

1 

(1'), находим, 

(44) 

Введём новую функцию z от О, связанную с р диффе
ренциальным соотношением 

dz 

dp 1 dб 
d6 = --:;-z-

' 
( 4:>) 

Отсюда 
d2z 

d2p 1 df2 1 
d62 =~ -z--~ (46) 
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Внося в уравнение ( 44), поело умнон;ения на cpz, 
получаем: 

(47) 

от.куда, интегрнруя 11 означая через с п с 1 две произ

во:~ьныс постоянные: 

IJ 

z = с ) е-02 dO +с 1 • 

о 

(48) 

flодст~n:Jяя эту вс:н1чину в соотношение ( 4_,t)) 11 по-

r ' :~а гая - = с , находим: 
С1 

2 
с'е-& 

и, ннтсг риvуя, означая через с'' новое постоянное: 

1 [ 'J = - ln с' i ф 
1 

о 

~ е- ·, 
2 1т + 1 ] + с" .· 

о 

(49) 

(50) 

IIo условию наrпих наб:.rюдениi1 (§ 3) при х =О, 
т. с. при (J =О, нмоем i) = ;1 0 , слсдоnательно, с"-:== [J 0 ; 

при х =се, т. с. при (J =се, пмесм ~ = :i, т. с. 

2 
с'== V1t (e<f> (:;-?о)_ 1), 

а затем находим n1\ончате:rьно: 

1 1 l ,_ - 11 
1 ." 

~ 
1 

(51) 
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Этот интеграл значпте~'1ьно разннтсн от обыч11ОJ'О 
интеграла ( 11 ), но состав:rен нз тuх 1но э:1емсптоn. По
лагая в (V) ~=О 11 uтыс~ивая нзnсстным прпё.мо).f дей
ствительную ве.:т1Ртнну егu второпJ ч:rсна, мы наiiдём, 
что найденный намп ннтегра:~ переходпт в прежниii ( 11); 
пос:1едни.ii. есть, с:~едовате:~ьно, частныi'~ c.:lyчaii выра
Я\еннн (V). 

6. Теория метода диффузионного сифона на ос
новании полного уравнения диффузии. По выра
жениям (2) и (3) алгсбраичес1,ая сумма диффузионных 
TOI\On через едннпцу ПJiощади во время dt будет: 

(Q-+-q)dt= -r- -M-i- -т dt (
dN dn ) dx 1 dx ' 

п::rп по уравнению (1): 

( Q + q) d t = - ~· :: dt. (52) 

Это выражение, отнесённое т.; п;~ощадне х =О, замы
нающей основание диффузиопно~-о цилиндра, представит 
собой увеличение веса 1,олонны раствора в ци::rпндре 

в течение временн dt и:нr же (§ 3) вес 1\0~1опны жидно
сти, упавше{1 за это врсмл в 1\апилляре, т. о. - ':dlz, 
где dll есть отрицательная величина. Итан, 

~dh = r- (ddp) dt. 
х Х=О 

Но по (43) и (49) 

dp 1 dp 1 
dx - 2 V ~i d6 -- 2i -V µ.t u 

с' ~ ~ 2 
е- · d6+1 

о 

Прп: х ==О и й =О, а потому по (51) 

( dp) с' 
dx х=О = 2F у µt = 

e(f (а--?о) - 1 

~у 11-Jtt 

(БЗ) 

(54) 
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Внося в (53) 
1 _ er.p (а-Ро) / -

- adh = V µt dt 
:р -v 1t 

и интегрируя от О до t, находим: 
2 (1-е(() (:r-~o)) - -

h0 -h= Jf V ~t. 
\Р (J 1t 
1 

(55) 

Полагая 

(56) 

нмеем: 

(57) 

т. е. таная же заnисимость между падением уровня 

в напилляре и временем, нан п в случае прежней тео

рии [см. уравнение ( 16)]. Различие занлючается в строе
нии постоянных R 1 н R2 • 11ри r.p =О постоянное R2 пе
реходит в R 1 : 

R - 2 с!_- e'f (а-ро)) - 2 (Ро - а) -
21?=0 - 11- '-:; ~ о - v- -R1· 

а 1t • т= о 1t 

7. Общая теория метода диффузионного сифона. 
В вышеизложенных соображениях я допуснал, что ~ 
есть фуннцин от 

х 

U=== - • 
2 J/ µt 

Это допущение занлючает в себе два: первое) что а= Х<р (t), 
1 

и второе, что ~ (t) == . _ • 
2 ", 11t 

Первое предполагает справедливость определённого 
занона изменения со временем положения слон опреде

лённой плотности в диффузионном цилиндре. П редста
вим себе опыт nропзведённым таним образом: длинный, 
внизу запаянный диффузионный ци;1индр, наполненный 
диффундирующей жидностью, помещён · вертинально 
своим отверстием :кверху в сосуд больших размеров, 
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:наполненный растворителем. Ось этого цилиндра озна
чаем через х и отсчитываем от верхнего отверстия вниз. 

Диффузия происходит кан бы из беснонечно длинного 
цилиндра в беспредельное пространство, наполненное 
растворителем. Для данного момента времени х пред
ставляет глубину слоя определённой плотностп [i. Если 
мы будем следить за перемещением этого слоя в зави
симости от времени, то, полагая 

~ = f [хер (t)] = const., 
находим, что 

xr.p (t) = const. =с. (58) 

Представим себе четыре слоя различных плотно
стей р, р 1 , р 2 , р 3 на глубинах х, х1 , х2 , :.i 3 • Мы имеем 
по (58): 

Х2 - Х =- ( С2 - С) r.p ( t), } 

Хз - Х1 :::= ( Сз - С1) ер (t). 
(59) 

Отсюда, означая через Н длину нолонны раствора, 
ограниченной двумя слоя~и не изменяющихся со време
нем плотностей, находим: 

(60) 

т. е. при неизменной температуре для вся~ого момен
та времени длины ~о.лонн раствора, ограниченных сло
ями одина~овой плотности, находятся в постоянном 
.между собой отношении. 

Этот занон был оправдан мною с помощью стенлян-
.., 

пых шаринов различнои плотности для раствора пова-

ренной соли в процессе диффузии, длившемся 4 месяца 
(см. мою статью о диффузии водного раствора поварен
ной соли). Н могу привести его оправдание и для диф
фузии серной нислоты в воду. Диффузионный цилиндр, 
длиной оноло полуметра и шириной 4 см, наполненный 
серной нислотой, помещался в большом сосуде с водой. 
Опыт начат 5 ноября прошлого года и продолжается до 
сих пор. Цилиндры содержат в себе 10 стеклmшых 
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шариков нсGольu1ого диаметра, воспропзводпвших доволь
но равномерно п:1отностн растворов серной RИслоты от 
наибо.аее слабых дu нанGо:~сс нреп1а1х. Самыii .т1ёг1·а1i1 
шар~н\ пмо:I п:~отность, нревышавшую сд1п111цу нес1,о:~ь

Епм11 соты~н1; ca}fыii тяiнё;~ыii пм:е;~ п:1отность, от~-нr

чавшуюся нос1\оаьн1вн1 сотыми от напбо:1ьшеii п:~отноети 

cepпoli ъ:ис:1оты. lla диффузионном цилиндре бы:~н на
несены де:.rен11я, нз I-\Оих I-\аГI-\дое бы:10 меньше мил

лиметра. 1-fазывая самый ;1ёгRпi1 шарпп No 1, а самый 
тяжёлыii No 10, я приведу расстоянпя t-t 1 шаринов 
№ 8 И No 5 П rJ. Шариков JYo 9 11 No 6 Д:IЯ раЗЛИЧНЫХ 
времён. Г:iуftины шари:ков в упазанных выше делениях 
бы;п1: 

No - No G No 8 No 9 rJ 

28 ноября 1890 г .... !. 6 " "± '.::.. G8,5 101,5 121,0 
7 мая 1891 г ....... 120,5 182,0 276,0 332,8 

Означая через Т температуру, прлводим таб:~ицу: 

---- ------------------- - --
1 

:::::: - 1 

1 

) 

1 

-t:t::: --~ - .... - 1 
~ ! о.. ...... - ..... 

о.. р... с-. 
~ 1 ~ 

.... 
\.О 1О i:;:; 1 \О 

1 ~ :tj ~ 

! 
;::.... Е--< 

) 
!:--о Q.I 

1 t:t::: 
,.,.. ;::.... """ 

1 

р... о 
1 

~" о,- ,..... ..... -о 
...... .... - - ~ ~ ~ ::::: :::::: С,) ф .... С,) 1 ..... 1 - .... :":) 

~ .-.( 1 ~ - ~ >8- ..-:: 1 ~ ~ 
' -!::: 

1 1 

..... 
00 L' ......, 

С'• ._j-1 ~ 00 1 

.,-.. 

~ 
1 

--G'-1 ~ """' ...... ~ ~ ~ 1 - 1 r-.. 
1 1 

1 1 1 1 

т : 14, 3° 13° 14° 114, 1°114,8° 15,9° 1l1,t1° 1 16,бJ j 2oiз 0 
1 

Н1 1 55,3 1 74,О 184, 7197,6 , 114,5!130,4!1~6,511!16, 1j155,5 

н 152,5170,1lso,o192,1 !107,оj121,7(ш,;11з6,2l150,~ 
Н1 1,053 1,055 1,058 1,059 1,0?0 1,071 1,065 1,073 1,031 --
н 

Таним образом, зависимость р от аргумента х~ ( t) 
оправдывается диффузие~'i растворов, столь различн~1х 
по своим свойствам, нан растворы поваренной соли 
и серной кислоты. 
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Вид ~ ( t) обнаруживается методом диффузионного си
фона. В самом деле, 

(1~) х-0 = с::)о rp ( t). 

Подставляя в (53), получаем: 

crdh =" с;:)о rp (t) dt' 

и интегрируя от О до t: 
t 

h0 -h = - ~ (;;)
0 
~ rp (t) dt. (VI) 
о 

Принимая теперь 

2 
tp ( t) = 2 v µt ' 

.мы на ходим :.:rомимо всяних гипотез о процессе диф
фузии: 

h0 -h=RJf ~t, 

R - _ _!_ (dp) 
- а d6 о · 

(VII) 

8. Другие гипотезы о функции Д . Может ~виться 
предположение о возможности допущения снрытои гипо

тезы ФИRа - равенства объёмов входящего в раствор 
при диффузии вещества и выходящего растворителя; 
иными словами, что процесс сам по себе не изменяет 
объёма раствора. В этом случае алгебраичесRая сумма 

,.,. .. 
привходящих ооъемов вещества и растворителя равна 

~улю, т. е. по уравнению (24) 
" 

2-+l==O или d а 
(61) 

Интегрируя это уравнение, мы находим: 

D=xf(t)+ф(t). 

26 Н. А. Умов 
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Для всякого времени при х =О должно быть D = D0 , 

следовательно, 

и 

~ (t) = D 0 

D=D0 +xf(t)" 
Далее, фуннцин D должна оставаться нонечной для 

венного времени, а потому и при х =со; это возможно, 

если / (t) =О. Итан, 
D=D0 • 

Но вследствпе (61) мы имеем из (27) 

шD1 -D=0. 

(62) 

По (62) D постоянно, а потому D 1 = D, и из пре
дыдущего мы находим, что ш = 1, а так .нан ш = 1 - д, 
то отсюда получается ti =О; иными словами, наше 
предположение приводит нас н недостаточному урав

нению Фина. 
Рассмотрим теперь другую гипотезу. Допустим, 

д <-' б 
что dp есть производная р от неноторо:и пара оличе-

сной фуннции 

а + Ь'1 -!- ср2 . i 1 ' 

где а, Ь, с суть постоянные; тогда 

д = ( Ь + 2ср) dp, (VIII) 

причём ноэффициент при dp мал. В этом случае урав
нение (I) примет вид: 

dp dp d2p (63) dt - ( Ь + 2ср) dt = f-L dx2 • 

Внося в малый, по условию, второй член этого выра
жения вместо \J пнтеграл (11) уравнения Фи:на (что 
ведёт н малой ошибне): 

Р = Ро -(Ро - cr) И' 
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По соотношениям (42) и (43) это выражение преоб
разуется в следующее: 

dp dU dp2 
26 de + 26 {Ь + 2с [р0 - (р0 - а) U]} (1) 0 - ~)Те+ du 2 =0. 

(65) 

Положим теперь 

р=.А+ви, (66) 

rде А и В суть фуннции е. Внося эту величину в 
уравнение (65) и замечая, что по свойству фуннции U 

dU d2U 
26 d6 + d62 =о. 

найдём: 

20 ( ~: + U :~ )+21J {Ь+ 2с [p0 -(r 0 -rJ) U]) (r10 -а)~~ + 
d2A dB dU d2B + dfi2 + 2 d6 Те+ и d82 =0. (67) 

Приравняем нулю первую скобну: 

dA dB 
Те+ и d6 =-0, (68) 

отсюда, дифференцируя, 

d2A d2B dU dB 
d6 2 +и d6 2 +Тв d6 =о. 

Вычитая это выражение из (67), получим, coнpa
dU 

щая на dб : 
~ 

dB 
d6 = -26 (р 0 - а) (Ь + 2C(J0 ) + 4с (р 0 - а)2 бU. (69) 

Интегрируя это выражение, замечая, что 

~ 2 

с еи d6 = ие2 + 6e_rJ_ 
J 2 2V1t -т, 
о 

и 
(70) 

26* 
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находим, означая через а постоянное: 

В= "- (р0 - с) (Ь -t 2с1)) 62 +с (р 0 - с)2 (26 2 -1) U -r 

2 6е-'12 
+2c(p0 -cr) -V~ . (71) 

Внося затем (69) в (68), получим: 

~ = 20 (р0 - о) (Ь + 2cr0 ) U -4с (1Jo -а)2 eu 2 • (72) 

Тан нан 

то, интегрируя (72) и вводя новое постоянное ~' 

А=~+ (р0 - а) (Ь + 2с~ 0 ) (& 2
- ~)И+ 

ее- 12 

-+- (р0 - с;) (Ь + 2ср0 ) 
1

- - с (р 0 - cr) 2 (26 2 -1) u2-
°J' 1t 

- 4с (i)o - 1' )2 6е-02 U + 2с (Ро - cr)2 ( 1 - е-212 ). (7 4) 
~ 1t 

Подставляя теперь А и В в выражение (66), получаем: 

( 
е -0а и) 

Р = ~ + (J.U + (Ро -:::i) (Ь + 2сро) V-;t - 2 -

6 -02 
-2c(po-:::i)2 v--U+ 2с(р.-о)• (1-е-20•). (75) 

1t 1t 

Для определения постоянных а. и ~ мы имеем 
условия: при х =О должно быть р =-= ~0 ; при х == оо 
р = ::i; отсюда: 

R [ Ъ f 2с ( P:.i - а) ] ( 76) 
1-" = Ро' "= (Ро - а) 2 + cro - - '1t • 
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Чтобы установить формулу (VII) для данного слу
чая, находим, дифференцируя (66) и обращая внима
ние на (68): 

dp 2 
-= -Ве- 2

• 
dб -{1t ' 

(77) 

при б =О 

( :~ ). = ;;; ' 

следовательно, по (VII) 

h0 -h=Rз "}Гр1, ) 
211 '> 

Rз= - ' 
~УТТ J 

(VIII; 

где а. имеет значение (76). 

9. Наблюдения. Трудно определить с точностью 
на« начало диффузии, тан и начальное положение 
уровня в напиллярном нолене сифона. Поэтому для 
проверни теории опытом я видоизменю основную фор
мулу (VI I), в ноторой время t отсчитывается от начала 

с 
диффузии. Вставим вместо t величину t + - , где t от-

Р· 
считывается уже от произвольного момента t = О, ното-
рому пусть соответствует высота h0 ; началу же диф
фузии соответствует неизвестная высота уровня Н 0 • 

Мы имеем: 

и точно таи же 

H 0 -h 0 = RVc. 
Отсюда получаем: 

h0 - h = R J/ f-L! + с - R JI~. 
п ОДОЛ{}IМ 3десь 

h0 -- h=& 

(78) 



406 Н. А. 'УМОВ 

и напишем наше ураnнение в виде: 

о+ в у·ё := R Jf rtt +с. 
Возвышая в нвадрат и деля на t, находим: 

(79) 

Положив здесь 

(80) 
получим: 

(81) 

Из двух подобных уравнений, написанных~ для двух 
пар соответственных значений t и о, мы определяем .2 

и у и затем 

z 
f-1. == R2 ' 

у 

с= 4R2 • (82) 

Рассматривая z и у нан эмпирически получаемые 
постоянные, мы мо1-ием непосредственно проверить занон: 

у ./-у2 
а = - 2 + v zt + т . (8.3) 

Сравнивая велпчину у с выражением Н 0 - h0 , мы 
имеем: 

(84) 

За единпцу вро~1ени я принимаю сутки. Наблюде
ния nроизводплиеь серпя:ми, и для со:кращения места ,... 
я приведу здесь под разными оунвами времена, по 

истечении .hоторьiх в разных сериях проигводились 

наблюдения, п соответственные темпера туры Т; та же 
t1унва, поставленная при наб:rюдениях, поRажет, и иа
i ~ой серии они относи~r~ись. 
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Серия А Серия В Серия С Серия D Серия Е 
t=O t=O t=O t=O t=O 

2 апр. 7 марта 8 апр. 22 апр. 23 апр. 
4 ч. 45 м. 1 ч. 45 м. 9 ч. 25 м. 9 ч. 25 м. 9 ч. 35 м. 
по пол. попол. nопо.тr. попол. полол. 

т,)=17,4° To=17Q Т0=16,3° Т0 =20° Т(,=18,8° 
-

t 1 т 1 t 1 т 1 t 1 т 1 t 1 т 1 t 1 т 

0,86 15,9° 0,92 17,8° 1,17 16,9° 1 18,8° 1 19,3° 
1,86 15,3° 2 18,0° 2,01 16,5° 2 19,3° 2 19,6° 
2,86 15,3° 3,82 17,7° 3,15 16,2° 3 19,6° 3,01 19,5° 
4,86 16,9° 4,84 18С) 4,15 16,4° 4,01 19,5° 4,02 19,6° 
5,9 16,7° 5,84 17,5° 5, 1fi 16,6° 5,02 19,6° 4,98 19,5° 

6,88 16,9° 6,92 17~8° 6,15 16,6° 5,98 19,5° 6,03 19,7" 
7,86 16,5° 7,96 18,4° 7' 15 16,4° ~ 7,03 19, 7° 7,03 2oci 
8,86 16,2° 8,95 17,6° 8, 15 16,9° 8,03 20° 8,03 19,3" 
9,86 16,4° 9,93 17,6° 9.15 17° 9,03 19,3° 9,16 20° 

10,86 16,6° 10,11 16,8° 10, 16 20° 15,16 20,б0 

11,86 16,6° 16, 16 20,6° 
12,86 16,4° 

115, 82 16,8" 

Кроме наблюдений, соответствующих этим сериям, 
обнимающим собою до 16 сутон, помещены ниже ещё 
специальные, длившиеся оноло 23 сутои. Для дона
эа тельства отсутствия влияния на процесс диффузии 
ширины диффузионных цилиндров наблюдались явления 
диффузии растворов одинаковой концентрации при раа
личном диаметре сосудов. 

В приводимых ниже таблицах помещены, is мил
лиме~рах, для времён, унаэанных в сериях, как наблю
,пённые величины о, так и вычисJ1енные по формуле (83). 
Rроме тuго, Т' означает время, проте1'шее от начала 
до момента t =О; D означает внутренний диаметр 
диффузионного цилиндра в :миллиметрах. 

Н первой группе относлтсл те лвлен:Ия .диффу~ии, 
при ноторых диффузионный цилиндр был вначале 
наполнен водой (а= 1 ); ~о означает плотность диффун
дирующей жидностu относительно воды при 15~ н~ 
с.ечеwш: z :;·о. 
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Растворы H2S04 

1) Po"""l, 175, Т'=0 1 02; z.=7 ,4458: У==3,0395; D=l ,34; серия А. 

3,3 5.0 5,3 5,8 6,3 6.8 7.3 7.7 
3,34 4,38 5,26 Ь,79 6,28 6,74 7,18 7,6 
9,5 

r набл. 1,3 2,5 
~ { выч. 1 1 4 3 -

l вабл. 8 ,о 8 ,3 
выч. - 8 ,38 9,45 

2) р~=1,2; 1'-=li .7=9,4661; у==5,4884 D-1,4, серия D. 

{ 
вабл. 1 , 4 2 .4 3, 3 4, О 4, 8 5, З 5, 8 6. 5 6. 9 7, 6 9, 8 
выч. 1 '38 3 '25 4 'о 4 '68 5 '26 5. 86 6' 4 - 7 '44 9. 63 

3) р0 -1,27; 1'-0,12, %=19,7533 У=4 5480 D=1,4; серия А. 

r :аабп. 2) 5 4 о 5 1 6 8 'о 9 'о 9 '8 1 о '5 
а { выч. 2,43 4,2 5,58 7 ,78 8,76 9.59 10,39 

l вабл. 12,б 13,О 14,0 15,5 
sнч. 12,55 13,2 13,82 15,57 

' 

11,0 12,0 
11, 15 11,87 

4) р0 -1, 506, 1 '-0 ,03, z-26 ,8024 у-4, 1064. D=1,37; серин А. 

{Иаб.11. 3,S 5.3 7,0 9,8 10.9 11,8 12,8 13,3 14,3 
а } BlilЧ. 3,3.7 - 6,94 9 55 1{),65 11,66 12,61 13,49 14,35 l я.aбJJ.15,S 15,9 16,5 18 1 5 

выч. 15,15 - 16,62 18,67 

4') 1)0 -1.~Об; 1'-1; %-29 5633; у-12,9065; D-2,4; серия С. 

а\ вабл. 2,4 3,6 5,1 6,4 7,5 8,5 9,5 10.3 11,0 12,с 
выч. 2,28 - 5,16 6,37 7,48 8,5 9,51 10,36 11,21 

5) р0 =1,413, z=47,32; у=4,0, D=1,3; серия В. 

а { вабл. 4,9 7,9 11,4 13,О 14,8 16,2 17,4 18)4 19,6 
~ыч. 4,81 11,6 13,26 14,74 16,2 18,67 19,77 

6) Ро-1,837, Т=1; z-=113.5473, У=20,0761; D=2,8, серия с. 

( 1tабл. 5,3 8.1 11,1 14 О 16,1 18,1 20 2 22"О 

0 lвыч. 5,24 - 11,37 13,96 16,14 18 1 22 20 1 25 21 1 99 
паба. 23, 6 25, 3 
выч. 23, 72 -

6') Ро-1,839, 1'=0.0 ... , z=105.04, у=2,5, D=1,3; t=O 25 пнварв 

10 ч. 40 м. попол. 

t 
т 

0,96 2,04 
15,4° 15,1° 

~ { ваб.л. 8 , 8 13 3 
выч. 8 ,85 13 '45 

t 11 12 

з 4 5 
15,б• 1s,2~ 16,5° 

6 
16 ,4• 

8 
15 1 6<) 

10 
15, 1° 

16.2 18,9 21,7 23,8 25.8 27,8 30,9 
16,54 19.28 21,63 23,87 25 88 27,75 31,15 

15 17 18 19 20 21 22 
т 16~ 15,9" 1s os~ 14,8• 15,s· 15,1• 15,65" 15" 15,2° 

~ {на~. 32,65 34,0 38,4 40,9 42,3 43,6 44.8 45,8 46,8, 
~ .выч. 32 ,85 3~ '25 ~8 '45 40 1 95 47 1 ;;!J 43 1 44 44 '6 45' 65 46 ,.83 
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Растворы НNОз 

А) Po=l,2; Т'-=1; %4 =13,8544; ut].=5,188; D==l,27; серия D; 

%~=15,2629, и~=6,747 

_ 1 пабл. 
ВЫ'Ч. 

ВЪРI. 

а \ 

2,0 
С]. 1,94 

~ 1.79 
9,6 

3,1 4,3 5.4 6,0 6,5 
3,27 5,3 5,95 6,87 

4, 19 5,15 6,01 6,76 

7,5 
7,61 

7,52 

8,2 8,7 
8,83 

8.84 
вабл. 

ВЬIЧ. 

выч. 

С]. 9 53 
~ 9,53 

12,6 
12,61 
12,69 

2) ?o=l,266, Т'=-0,02; .1=23,5721, у~2,9722; D==l,4; серия А. 

f пабл. 3,3 5,3 6,8 9,5 10,6 11,6 12,3 13 2 13.8 
(, < выч. 3.25 - 6,85 9,31 10,41 11,31 12,21 13,04 13,83 

L вабл. 14 8 15, 3 16 1 3 17 8 · 
выч. 14,58 - 15,98 17,9 

3) ?о-1,4022; Т'-1; %::0::50 ,4188; у ... 11,9908, D-1, 38; серия В. 

~ { вабл. 3,1 5,7 7,7 9,4 10,7 12,5 13,7 15,0 16,5 22,7 
выч. 3,29 7,7 9,44 10,91 12,43 13,76 - 16,31 22,3 

Растворы HCl 

1) Ро-1,1741; Т'--0,1; z~17,0919; u-З,9478; D-1,4; серия А. 

( пабл. 2,5 4,0 5,4 7,7 8,5 9,2 10.0 10,5 11,0 
о { выч. 2,34 - 5,29 7,35 8,26 9,09 9,78 10,49 11,16 

l пабл. 12. О 12, 4 13 1 О 
выч. 11 . 8 - 12 '98 

2) Po==l,1853; Т'=О,О ... ; z=17,64; у=1,62; D=l,3; t==O 25 пвваря 
2 ч. 30 м. попол. 

1 0,79 1 88 2,79 3,79 4,87 5.87 6,8 7,84 9,86 
т 15 ' 4 о 15 ' 1 о 15 ' 6 о 15 ' 2° 16 ' 5 о 16 . 4 о 16 ' 1 о 15 ' 6.;, 15 ' 1 о 

6 { вабл. 4,4 6.4 7,5 8 7 10,0 11 О 11,6 12,5 13.9 
выч. 4,6 6 6 7,87 8,97 10,1 10,98 11,71 12,6 14,01 

t 10.86 11,89 14,79 16,79 17,79 18.81 19,88 20 86 21,79 
т 15,0° 15,9° 15,05° 14,8~ 15,5° 15,1° 15,6° 15,0) 15,120 

~ f иабл. 14, 5 
1 выч. 14 ,67 

15,3 17,0 18,0 18,5 19,0 19,5 19,8 20,4 
16,98 18,01 18,51 19,01 19,51 20,01 

Растворы HBr 

1) р0 =1.2; 1'=1; %=21,9218; у=9,4952; D=l,34; серил D. 

0 J набл. 1 8 3,4 4 6 5,6 6.6 7,6 8,6 9,6 10,1 10,6 14,6 
1 выч. 1'91 - 4 '64 5' 75 6 76 7 '68 8' 54 9 1 34 - 10 '.11 14 '66 

2) Ро-=1,306; Т'=О.6; z=49,6717; у=4,5565; D=l,38; серия А 

( вабл. 4 6 7,6 10.10 13,6 15,1 16,6 17 6 19,0 20,1 
о J выч. 4 63 9,85 13.42 14,99 16.3 17,47 18 83 19,96 l вабл. 21 , 1 22, 1 23 1 25, 8 

ВЬIЧ. 21 1 05 23, 09 25 1 87 
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Вторая группа наблюдений обнимает собой те слу
чаи, :когда сосуд, из :которого ПJЭ?ИСходит диффузия, 
и диффузионный сифон до начала диффузии наполнены 
растворами одного и того же вещества различной :кон
центрации. Плотность раствора в сосуде, из н:оторого 
происходит диффузия, попрежнему обозначена буквой у0 , 
плотность же жидкости в сифоне - через а. 

ta)~0-t,4; а=1~2; Т'=1; падения уровня недостат~чно опр_·де
лёняы. 

2а) р 0 ==1, 6i а==1 ,4; 1' =1 i :z=4, 9570; у=5, 1093; D-=1, 44, серия D. 

0 { набп. О , 7 1 , 5 2, О 2 , 5 3 , 1 3 , 5 4 , О 4 , 5 4, 6 5 , 1 6 , 5 
выч. 0,68 - 2,07 2,58 3,05 3,46 3,88 4,25 - 4,99 6,7 

За) Ро=11 , 8, а=-1, 6, па;:[еНJIЯ уровня слабы; ваблюдев.иn 11~опре· 
депённы, 

Растворы НNОз 

1а) Ро-=1, 4, а==1, 2, Т' =1; D=l, 3; Z=9, 2013, у=--1 2013; серия D. 

0 { набл. 1 , 2 2 , О 3 , О 3 , 6 4 , О 4 . 9 5 , 4 6 . О 6 , 2 6 . 8 В О 

выч. 1 '11 - 2 1 77 3 1 46 4-, 10 4 '65 5 '21 5 '72 - 6 , 71 9 1 11 

Растворы НВг 

1а) Po==l ,4, о=1,2; Т'-=1 z=24,0119; y=ll, 1124, D-=-=5,37, серия Е. 

0 { набл. 1 , 8 3, 6 4, 6 5 , 6 6 , 6 • 7 , 6 8 , 4 9 , 4 1 О , 1 14, 1 
выч. 1.85 3,32 - 5,73 6,71 7,69 8,57 - 10,27 14',31 

10. Результаты наблюдений. Приведённые наблю
дения, на:к видно из предыдущего, удовлетворительно 

оправдывают занон (83), а вместе с тем (VII), из ното
роrо он вытеттает. Таним образом, принимая во внима
ние соображения, приведённые в § 7, моiнно сч:итать 
доназанным, что в опытах с весьма длинными диффу
зионными цилиндрами плотность р есть фуннция аргу
мента 
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Нам остаётся теперь сравнить с найденными чис
лами различные развитые выше гипотезы. Обратная 
пропорциональность между падениями уровня и плот

ностью iН'идности в напилляре, имеющая место во всех 

гипотезах, оправдывается наблюдениями и объясняет, 
между прочим, слабое падение уровня для H2SO, в слу
чае За) . 

. Исходя из гипотезы Фика, мы нашли (15):. 

R _2 (Ро-а) 
1- ";-- • 

а У 1t 

С .другой стороны, по (80), полагая R = R 1, 

Ri fL =z. 
Отсюда выте:нает, что для растворов одного и того 

же вещества 

(85) 

должно быть постоянной в.еличцной. Проверим это занлю· 
чение на наших наблюдениях. 

.М рас-
Растворы H2S04 

твора 1 2 3 4 4' 5 6 6' 2а 

4µ - 248 236 270 285 314 278 162 150 253 
1t 

Ро 1,1751,2 1,27 1)306 1,306 1,413 1,837 1,839 1,6 
а 1 1 1 1 1 1 1 1 1,4 

.М рас- Растворы НNОз HCI HBr 
твора 

411 1~ 1а. 2 3 1а 1 2 1 2 1а 

- 380 346 323 315 331 7t 569 520 543 529 844 

Ро 1.2 1,266 1.4 1,4 1,174 1,185 1,2 1.306 1,4 
а 

1 1 1 1 1.2 1 1 1 1 1 2 

Рассматривая предыдущие таблицы, мы видим, что 
ДJIЯ слабых растворов нислот (принимая во внимание 
-ве,цостiiто~ную. чувед'вительн-Qсть ~етода 1 о способах 
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устранения ноторой говорилось выше) ~ почти посто
янно, а следовательно, к ним применяется гипотеза 

Фина. Но недостаточность этой гипотезы обнаруживается 
из значительной разницы в величинах постоянной для 

~ u 

слаоых и нрепних растворов сернои нислоты - разницы 

248- 162 = 86, ноторая не может быть объяснена недо-

статнами метода. Величины z, сравнивая ход 411 для раз-
~ 

ных нислот, возрастают слитном быстро для H2S04 
с увеличением концентрации её растворов; возможно, 
что причИна этого обстоятельства лежит в недостатках 
наблюдений. 

Мы переходим теперь к первой нашей гипотезе, 
по ноторой [уравнение ( 56)] 

2 (1 -erp (а-ро» 
R2== v-fa 1t 

(86) 

для ер = const. Развёртывая это выражение в строну, 
получаем: 

R = 2 (р0 - а) _ 1 {'Р 2 (Р0 - а)2 _ ~3 (р0 - а) 3 + } (87) 
2 -.1- ... 1 21 зr • • • • 

а r ~ ~о у 1t • • 

Величина R, по гипотезе Фина, нан видно отсюда, 
представляет первый член разложения R 2; последняя 
функция есть, следовательно, более общая. 

Если мы будем представлять для растворов серной 
кислоты фуннцию рр от р рядом парабол и по ним оты
снивать фуннцию rp, то найдё:м следующие приблизи
тельные величины: 

ОТ р = 1 ДО р = 1,3 
ОТ р = 1,3 ДО ~ = 1, 7 
ОТ fJ = 1, 7 ДО ~ = 1,8 

rp оноло 0,87; 
i:p ОRОЛО 0,62; 
~ ДОХОДИТ ДО 3,03. 

Мы видим уже, что проверна первой гипотезы невоз
можна ранее точного определения функции (p,J ). Мы 
рассмотрим тольно предположение ~ = const. на всём 
протJРКенцп раствора, nринимал для ~ величину, рав-
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ную О, 7, лежащую внутри действительных значений ~' 
кан видно из приведённых выше чисел. Для этого зна
чения tp мы отыщем 

41-'о z~tat 

~ = (1 _ e'f (a-po))t • 

Растворы H2S04 

N! раствора 1 2 3 5 6 2а 

4~ 275 272 299 365 275 279 
~ 

(88) 

Здесь 4~ почти одинаково для слабых и крепних 
~ 

растворов. Значения его повышаются для средних кон
центраций; причина может быть тою же, нан и в слу
чае гипотезы Фина, т. е. в неснолько высоной оценне 
величин z. 

Сделаем одно замечание: таи как в растворах, между 
неноторыми пределами нонцентрации, фуннция tp изме
няется медленно, то естественно является мысль о том, 

что зависимость между процентным содержанием р веще

ства и плотностью раствора ? близна и той, которая 
давала бы для tp постоянную величину. Поэтому, ивте1·
рируя выражение (11): 

d' (рр) 
dpt 

~ = d (р~) 
dp -р 

считая tp постоянным и замечая, что при р = 1 вооGще 
р=О, найдём: 

_ 2e-f [ .!_ + _!_ + _!_] _ 2е-~Р [f. + 1.. + _!_] . (89) 
р - ~ 2 ~ q>1 ~ 2 '? ср2 

Следовательно, нужно 01-нидать зависимость типа: 

р= -Ьс (1 +а +т) + Ьс?(~ 2 +ар +т), (90) 
где а, Ь, с, т суть постоянные. 

11. Определение коэффициентов диффузии. Для 
слабых растворов разность р0 - а мала, а потому [выра-

жение (87)] для них ноэффициенты R 1 и R 2 очень близни 
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друг к другу. Мы можем поэтому определить f1 nз зна-
... 4µ ф б 

чении - , вычисленных по гипотезе ина для ела ых 
~ 

растворов наших нислот. 

Из выражения (16) 
ho-h= 2(Po-=_a)Jf [J.t • 

Cj v 7t 

мы видим' что 

( 1 мм) 2 = 1 f-1. 1 t. 
Следовательно, у нас 

1 р. = M.Nt 2 j С утки. 
"'-7 '-' о' 01 v •• 
tY множая наиденные числа р. на 

86 400 
, наидем вели-

чину ноэффициентов диффузии в см2/ се~. 1,аним образом, 
получается: 

NaCl H2S04 HN03 HCl I-IBr 
(L = 117 .10-7 225 .10-7 326 .10-7 490. 10-7 497. 10-7 

В этом ряду f.1 нан будто приближается н неRото
рому пределу: 5·10-5• 

Настель, 
2 августа 1891 г. 
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ХРСМАТИЧЕСRАЯ ДЕПОЛЯРИЗАЦИЯ 
ПРИ РАССЕИВАНИИ СВЕТА 1) 

Совершенно чёрное тело определяется нан таное 
тело, ноторое при беснонечно малой толщине полно
стью поглощает все лучи, которые на него падают. 

Если это определение исчерпывает всё, что может быть 
с:казано в идеальном случае о чёрном теле, то природ
ные чёрные тела обладают ещё одним свойством, имею
щим немаловажное значение и ноторое может рассма

триваться кан одна из обычных равноправных харан
теристик. Частью уже известные и другие нижепри
ведённые опыты поназывают, что чёрное тело может 
быть исчерпывающе описано нан таное, ноторое вносит 
порядок в нолебания падающих на него лучей. Rак 
следствие ·этого получается, что рассеянный чёри~м 
телом естественный свет поляризуется, а поляризо
ванный пучон лучей не деполяризуется. Переходя от 
идеального случая н реальным телам, мы должны 

начество черноты воспринимать в более общем смысле. 
Это начество мы должны всегда увязывать с определён
ным родом лучей. Тело может вести себя нан чёрное 
в отношении опре;целённых лучей и нан нечёрное по 
отношению н другим лучам. 

:Иогда цветное тело обладает избирательным погло
щением в отношении определённых световых лучей, 

1) Впервые напечатано в Pbys. Zeits. 6, 1905 г. (Прим. ред.) 
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то оно становитсg 

рассеиваемом от 

зованном пучне 

тольно те лучи, 

чёрным. 

Н. А. УМОВ 

чёрным по отношению н ним, и в 
его матовой поверхности поляри
белого света не деполяризуются 
для которых это тело является 

Противоположностью чёрных тел являются белые 
тела. Тан нан беснонечно тонная поверхность этих тел 
ве полностью поглощает падающий на них свет, мы 
должны допустить пронинновение света в белые тела 
и рассеивание света из их глубины. Подобные явления 
сопровождаются деполяризацией падающего поляризо
ванного света. 

Белое тело, следовательно, изменяет природу па
дающего света, внося в него беспорядок. Из тех же 
соображений, что и в отношении чёрных тел, мы должны 
говорить о белых телах, нан белых по отношению 
к оп ределёпным лучам; мы должны увязывать наче
ство белизны с определёнными лучами. Одно и то же 
цветное тело может проявлять себя нан белое по отно
шению н отдельным лучам и нан чёрное по отношению 
н другим. Таное поведение может быть обнаружено или 
при помощи изучения спектров поглощения, или, с тем 

же успехом, в особенности для непрозрачных тел, при 
помощи определения поляризационного состояния 

пучна поляризованного света после его рассеивания 

матовой поверхностью тела. Наблюдения, ноторые 
описываются ниже, приводят н тому выводу, что цвет

ные тела деполяризуют те лучи, ноторые по большей 
части образуют их цвет, причём тание лучи меньше 
всего подвергаются поглощению и пропинают в тела 

на большую глубину. 
Строгое разделение тел на белые и чёрные по отно

шению и определё:нным лучам может быть произведено 
только в исключительных случаях, а в большинстве 
случаев мы встречаемся тольно с серыми, в выше

приведённом смысле, телами. 
Резное различие в рассеивании поляризованного 

света от матовых чёрных или белых поверхностей тел 
вытекает уже из давнишних опытов П ровосте и Дезена 
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(Prov{)staye et Desain). Они пишут 1): «Если заставлять 
падать нормально на пластинку, покрытую слоем 

свинцовых белил или промытой серы, полностью поля
ризованный в наком-нибудь азимуте пучон лучей, 
то в рассеянных лучах находят только очень малую 

долю поляризованного света среди лучей, рассеивае
мых под углами 30 и 70 градусов, и, нан следствие, 
можно допустить, что с этими веществами и их анало-

._. 

гами деполяризация во всех случаях является полнои, 

или почти полной. С обынновенной сажей, с чёрным, 
лишённым полировни стенлом, платинированной пла
тиной получают совершенно другие результаты». 

Эти же самые учёные делали также наблюдения, 
ноторые указывают на избирательную децоляризацию 
при рассеивании падающего поляризованного света и 

которые, согласно моим опытам, всегда соответствуют 

минимуму поглощения: 

«Если заставлять падать на рассеивающую чёрную 
пластинну, понрытую обычной сажей, на чёрное стенло, 
платинированную платину или на рассеивающую белую 
пластинку, нан, например, из свинцовых белил, два 
соседних луча, равных и поляризованных в основных 

азимутах, их изображения понажутся одного и того же 
цвета, под наним бы углом их ни рассматривали». 

«Совершенно иначе обстоит дело, если рассеиваю
щая пластинна онраmена. В этом случае пятно, обра
зуемое лучом, поляризованным перпендинулярно к пло

сности отражения, более богато цветами, чем другое. 
Последнее, напротив, более яр но, но белесого цвета». 

«Отсюда можно заключить, что лучи различных от
теннов не рассеиваются в тех же самых пропорциях 

и сообразно тем же самым законам, но этот пуннт мы 
ещё не изучили нак следует ... ». 

Различие в рассеивании поляризованного света 
чёрными и белыми телами мо~ет быть поназано при 
помощи неснольких способов, приводящих к цветовым: 

1) Memoire sur lя. diffusion de la chaleur. Ann. de Cblmie 
et de Phys. (3), 34, 220 flg., 1852. 

27 н. А. Умов 
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явJ1ениям в поляризованном свете. Для этой цели доста
точно взять вместо анализатора белое или чёрное 
сукно, бумагу и т. д. На белой поверхности мы не по
лучаем нинаних цветов, в то время нан на чёрной они 
поназываются. Чёрное тело действует нан анализатор. 
Если мы, например, поставим на пути линейно-поля
ризованного пучна света бинварц и спроентируем егоl 
изображение на чёрное тело, то можно видеть цвета 
его обеих половинок. 

В моих опытах, которые я здесь нратно хочу описать, 
я пользовался сделанными из различных материалов 

прессованцыми, литыми или онраmенными пластин

нами, белой или онраmенной фильтровальной бумагой, 
нартовом, порошном и т. д. Схема опытов была сле
дующей: наналённая нить лампы Нернста проентиро
валась на матовую плоеную поверхность исследуемого 

тела. На пути пучна света стояли поляризующий ни
ноль и призма прямого зрения, ноторая разлага.па 

в спентр проецируемое на тело изображение. Тело было 
укреплено на рамне в центре алидады и нруга с деле

ниями. Благодаря этому было возможным изменять 
угол падения лучей. Рассеянный телом свет проходил 
через стопу из двенадцати стенлянных пластинон, ното

рая могла быть нанлонена под различными углами 
н лучам света, и далее падал на полярисноп Савара, 
линии ноторого могли наблюдаться при помощи неболь
шой подзорной трубы с нинолем в онуляре. Стопа 
пластинон служила для определения, обычным образом, 
доли поляризованного света во всём рассеянном свете. 
Наблюдения были сделаны по большей части при 
перпендинулярном положении плоской поверхности 
исследуемого тела по отношению н падающим лучам. 

Виден спентр, ноторый пересечён тёмными линиями 
Савара параллельно своей длине. Эти линии на нрасном 
нонце спентра находятся друг от друга на больших 
расстояниях, а по направлению н фиолетовому нонцу 
всё более и более теснятся . .Н наблюдал полное исчезно
вение линий или тольно следы последних в тех частях 
спентра, для ноторых тело обладало наибольшей про-
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зрачностью. Линии прерываются в одном месте спентра, 
и линии, расположенные на обеих сторонах, не нахо
дятся на продолжении друг друга, что повышает точ

ность наблюдения. В большинстве случаев полосы 
исчезают в различных областях спентра при различных 
ванлонах стопы пластинон. Полосы от лучей, ноторые 
наибольшим образом поглощаются телом, не могли 
быть доведены до полного исчезновения. Из таних на
блюдений можно сделать выводы относительно деполя
ризующего влияния тела на лучи различных цветов, 

или, нороче, о его хроматичесном деполяризующем 

влиянии. Можно в рамну алидады вставить рядом 
друг с другом танже два тела, одно цветное и одно 

чёрное или белое, и таким образом сравнить их свето
рассеяние. Я очень часто наблюдал, что ногда граница 
цветного и чёрного тела находилась в области спентра, ... 
для ноторои, по здесь высназанному взгляду, цветное 

тело было также чёрным, она полностью исчезала, 
и нельзя было уже более отличать обе поверхности 
друг от друга. Поляризованные лучи, ноторые были 
профильтрованы через тело, при их рассеивании от 
поверхности подобного же тела не поназывают нинаной 
поляризации. Отсюда следует, что если мы будем рас
сматривать в поляризованном свете матовое тело через 

ниноль и установим последний на минимум световой 
интенсивности, видимый свет будет образован из тех 
лучей, которые менее всего поглощаются телом. 

Эти явления очень красивы у неноторых цветных 
тел. Я использовал только тела определённого химиче
сного состава, ноторые я получал из химичесной лабо
ратории профессора Н. Зелинского благодаря его 
любезности. Я даю качественные описания сделанных 
наблюдений. 
Цветное вещество пунцовая RR 

(порошон). Исследованию были подвергнуты пластин
ни, спрессованные при помощи гидравличесного пресса, 

фильтровальная бумага, онрашенная водным раство
ром, белый бристольсний нартон, пластинни, отлитые 
из гипса. Линии Савара исчезают тольно в среднем 

27* 
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красном цвете. Явления очень резни. В .оранжевом, 
желтом, зелёном-слабая поляризация, все прочие лучи 
еильно поляризованы. Водный раствор пропускает те 
rRe самые кр а сии, более всего средний красный цвет. 

К и с л о т н а я з е л ё н а я (Sauregriin) GG. Вод
ный раствор пропусиает узкую полосну в красном 
н широкую полосу в зелёном и голубом. Профильтро
ванные через раствор лучи, рассеянные онраmенной 
тем же раствором фильтровальной бумагой или гипсо
вой пластинной, показывают только следы поляриза
ции, рассеянные чёрной бумагой-сильную поляриза
цию. В полном спеитре деполяризованными оказы
ваются те же самые лучи, все прочие остаются поля

ризованными. При интенсивном онрашивании рассеи
вающего тела все лучи поляризуются с минимумом 

в тёмносинем. Пластинка, спрессованная из этой кра
ски, пои.азывает поляризацию во всех лучах, наимень

шую -в зелёном. 
_ Фильтровальная бумага и гипсовые пластинки, 

окрашенные настоящей жёлтой, оранжевой 2В, оран
жевой IV, деполяризируют пропущенные через их вод-.. 
ные растворы лучи: красные, оранжевые, желтые, 

начало зелёных. Последняя из вышеназванных нрасон 
деполяризует более широную зелёную полосу. 

А н и л и н о в ы е н р а с и и (получены от I\аль
баума). Фильтровальная бумага и гипсовые пластинки, 
онрашенные метилвиолетом. Водный раствор пропу
снает средние нрасные и сине-фиолетовые лучи. В рас
сеянном свете деполяризуются только эти лучи. 

М а л а х и т о в а я з е л ё н а я. Водный рас
твор пропуснает все нрасно-голубые лучи. Фильтро
вальная бумага, оnрашенная малахитовой зелёной, 
прозрачна тольно для зелёных лучеii. Сообразно с этим 
мы находим деполяризацию тольно в спектрально 

зелёной. Онрашенная гипсовая пластинна даёт слабую 
поляризацию в одной части нрасного и голубого, более 
сильную поляризацию в конце красного. оранжевого, 

жёлтого, начале зелёного. Полосы Савара проходят 
только через среднюю часть спектра. Прессованная 
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пластинна поляризует все лучи, менее всего -начало .. 
зеленых. 

Ф у н с и н. Онрашенная фильтровальная бумага 
деполяризует нрасные лучи, для ноторых она про

зрачна. Сравнение явлений на цветной бумаге и на 
рядом лежащей чёрной бумаге приводит н занлючению, 
что различие в степени поляризации рассеянного 

бумагам~ света протенает параллельно разнице в ин
тенсивности этого света. 

В зелёной части спентра поляризация и интенсив
ность рассеянного обеими бумагами света оназались 
до такQЙ степени одинановыми, что было невозможно 
различить границу обеих прилегающих друг н другу 
поверхностей. 

Крахмал более всего походит на абсолютно белое 
тело: он деполяризует все лучи. Дальше следуют мел, 
гипс, фильтровальная бумага и другие тела, ноторые 
обычно обозначаются нан белые, ноторые поназывают 
тольно следы поляризации. Rан чёрные проявляют 
себя сажа, чёрное сунна l\!Iaнca Коля для затемнения 
аудитории; они дают очень сильную поляризацию 

и могут служить анализаторами поляризованного света. 

Далее идут д-ругие тела, обозначаемые как чёрные. 
Гипсовая пластинна, онрашенная иодом, поназывает 

в нрасном следы поляризации. Гипсовая пластинна, 
тольно что онрашенная цианином, деполяризует :край
нюю нрасную часть спентра, через час она поляризует 

все лучи. Хромовая жёлтая деполяризует все лучи, 
от нрасного до синего внлючительно. Охра: в нрасном
следы поляризации, жёлтая часть спентра . деполяри
зуется, начало зелёной слабо поляризуется, прочие~ 
сильнее. Киноварь: :красная и оранжевая части деполя
ризуются, прочие резно поляризуются. Сурин депо
ляризует нрасную, оранжевую, жёлтую части спентра, 

прочие резно поляризует. Жжёная сиенна, умбра есте
ственная и жжёная, нассельсная земля -поляризуют 
все лучи, :красные слабее: это серые тела. Цинновая 
зелень деполяризует все, нроме голубого и фиолето
вого, где наблюдается слабая деполяризация. 
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Ультрамарин даёт сильную деполяризацию в :крас
ном, она всё более ослабляется до голубого, где исче
зает. В железном син~родистом налип поляризуются 
:красные, оранжевые, желтые лучи; прочие лучи, начи

ная от зелёного, деполяризуются. Металлы дают 
поляризованный свет. Н не хочу далее продолжать 
списон исследованных тел. Выснnзанные выше правила 
дают возможность наперёд знать тот вид лучей, :которые 

• в результате рассеивания будут деполяризованы или 
слабо поляризованы. 

Строение тела имеет танже влияние на рассеивание 
поляризованного света. Деревянное донышно норобочни 
из-под спичек деполяризует свет, :когда плосность 

поляризации составляет прямой угол с волоннами дре-
._. .. 

весины; рассеянныи свет остается поляризованным, 

:когда плосность поляризации и волонна направлены 

параллельно друг другу. 

Поведение естественных чёрных тел в отношении 
рассеивания поляризованного света поназывает раз

ницу между естественными чёрными и иснусственными 
чёрными излучателями. Н думаю, что теория излучения 
в реально существующем занрытом пустом про

странстве, стенни ноторого, согласно вышесназанному, 

придадут лучам частично порядок, а частично беспоря
дон, должна будет учесть неноторые новые обстоятель
ства. 

Мос:ква 
Физический инетитут университета 

сентябрь 1905. 
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СПЕКТРАЛЬНО-ПОЛЯРИЗАЦИОННЫЙ МЕТОД 
ИССЛЕДОВАНИЯ ПОГЛОЩЕНИЯ СВЕТА 

И ПРИРОДЫ KPACOKI) 

СУЩНОСТЬ МЕТОДА 

1. Обычный спентроснопичесний метод исследова
ния поглощения света и его применение для определе

ния природы нрасон основаны на наблюдении спентров 
поглощения растворов в проходящем естественном 

свете. При этом определяются положение, ширина и ин
тенсивность полос поглощения, ноторые затем изобра
жаются кривыми. В этом случае сталниваются с труд
ностями в определении размазанных границ полос и по

ложения минимумов интенсивности. Правда, неточно
сти в определении этих фанторов поглощения значи
тельно снижаются при наблюдении тонних слоёв сильно 
разбавленных растворов, т. е. при уменьшении ширины 

полос·поглощения, но всё же они остаются. Rроме того, 
таной способ приводит R исчезновению слабых полос 
поглощения и минимумов интенсивности и, таним обра
зом, не даёт возможности наблюдать полную нартину 
поглощения света в исследуемом теле. 

Тание трудности особенно часто возникают при 
исследовании поглощения света в твёрдых телах, таи 
как большинство из них прозрачно тольно в очень тонних 

слоях. Возникает также вопрос о том, возможно ли 

1) Впервые напечатано в Phys. Zeits., 1913 г. (Прим. ред.} 
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вообще получить полную нартину поглощения в про
ходящем свете. 

Явление поглощения света зависит от двух про
цессов, ноторые хотя и связаны между собой, но явля
ются следствием различных причин. Первый прсщесс, 
ноторый можно назвать затуханием (extinction), зави
сит от интенсивности и длины пути светового луча 

в теле. Второй процесс, ноторый является собственно 
поглощением, связан с природой моленул исследуе
мого тела. Однано не иснлючена возможность, что по
следний процесс разыгрывается в полной мере в рас-

._. 

творах танаи нонцентрации или толщины, в ноторых 

он частично или совершенно перенрывается первым, 

т. е., быть может, в слоях, ноторые являются уrке не
прозрачными для света. 

Поэтому целесообразно, учитывая требования науни 
.... 

и технини, наити пути уточнения существующих мето-

дов и даже разработать новый, ноторый не был бы 
основан на наблюдениях в проходящем свете. В наче
стве таного метода можно назвать спентрально-фото
метричесние наблюдения, разработанные недавно 
А. Porai-Koschitz и J. Anschkap (Revue generale des 
matieres colorantes, т. XVI, Janvier, 1912). Однано, 
этот метод лишён той наглядности, ноторая присуща 
способам с проходящим светом и ноторая, собствен
но, и обусловила развитие и применение ил1енно таних 
способов. 

В следующих странах я рассмотрю нес:колько 
методов, которые в отношении требования наглядности 
нисколько не уступают прежним. 

2. В основном эти методы упираются на зависимость 
между поляризацией рассеянного телом света и погло
щением его этим же предметом. На основании наче
ственных исследований ( «Х роматичесная деполяриза
ция при рассеивании светю>, этот журнал, т. 6, стр. 674, 
1905 г.) я поназал, что наибольшая поляризация при 
рассеивании света относится и тем областям спентра, 
ноторые испытывают сильнейшее поглощение. Этот 
вывод был позднее ноличественно проверен Д. Хмыро-
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вым и Н. Златовратсним (этот журнал, т. 7, стр. 533, 
1906 г.) и недавно подробно обсуждён и ещё раз под
тверждён N avrat, Sitzungsber. d. k. А . d. Wissensch. 
zu Wien, Math.-N at. Kl., (Отчеты о заседаниях Норо
левсной Анадемии наун в Вене, АЬt. 11 а, Bd. СХХ, 
Н. VII, S. 1229). Причина этого явления нроется 
в частичной деполяризации лучей, рассеянных поверх
ностью тела, теми лучами, ноторые пропинают внутрь 

тела и затем отражаются оттуда назад. Наиболее 
сильно поляризованы будут те участии спентра есте
ственного света, для ноторых отражение изнутри тела 

будет наиболее слабым, т. е. в областях сильного погло
щения. Совершенно очевидно, что это явление даёт 
возможность судить о степени поглощения света и, сле

довательно, о свойствах того или иного тела. 
У назанная особенность даёт нам право рассматри

вать наждое тело как хроматичесний поляризатор и 
приводит н необходимости изготовить тание хромати
чесние поляризаторы. Хроматичесним поляризатором 
и называют тело, способное "поляризовать падающий 
естественный свет в определённых областях спентра. 
Далее будет описано применение таних поляризаторов. 
Можно изготовить поляризаторы различного типа, 
в зависимости от положения и ширины спентральной 
области и в соответствии со степенью поляризации. 
Для этой цели необходимо получить более или менее 
сильный отражённый пучон света, прошедший через 
тело. Для этого достаточно нанести тонний слой нрася
щего вещества на более или менее хорошо отражающую 
основу. Тановыми можно считать белую бумагу, белый 
нартон, фарфор и металлы. Если наносимый слой 
остаётся жидним, то эту жидность необходимо налить 
в чашечну с более или менее отражающим: дном. 

3. Наглядность метода, построенного на приведён
ных выше рассуждениях, а танже возможность полу

чить понятную с первого взгляда нартину поляризации 

и поглощения обеспечивается применением саваров
сного поляриснопа, ноторый был мною использован 
ещё в первой работе. Наблюдая в полярисноп Савара 
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спеитр частично поляризованного света, можно видеть, 

что он пересеиается по всей длине тёмными полосами, 
сгущающимися в сторону фиолетовой области спеитра. 
Интенсивность этих тёмных полос зависит от степени 
поляризации света. Кроме того, в спеитре света, рас
сеянного телом, можно заметить ещё другие более или 
менее тёмные полосы поглощения, :которые ложатся 
поперёи спеитра. Наложение этих двух перпендииуляр
ных друг ·другу ослаблений света либо даёт в точиах 
их пересечения утолщения саваровсиих полос, либо 
приводит и появлению на их месте :круглых или элли

птичесиих пятен, либо прерывистых чёрточеи, :которые 
я назвал чёточными полосами ( «0 методе исследования 
небесных тел планетной системы», Phys. Zeits., т. 10, 
стр. 259, 1909 г.). В зависимости от степени поляриза
ции и, следовательно, величины поглощения саваров

сиие полосы будут ослабевать, прерываться и исчезать 
вовсе; :концы оставшихся полос приобретут самые при
чудливые формы; они могут быть размыты, обрезаны, 
заируглены, заострены, игольчатообразны, могут иметь 
вид булавочных голо во и. Рис. 23 1) по называет раз
личные виды чёточных полос (а) и разнообразие форм 
:концов саваровсиих полос (Ь, с). Таиим способом мы 
Gыстро и наглядно можем устанавливать особенности 
данного поглощения и положения минимумов и маиси

мумов. 

Эти явления можно воспроизвести исиусственным 
путём. На цветную бумагу наносят тушью полосы 
поглощения различной интенсивности таиим образом, 
чтобы основная :красна больше или меньше просвечи
валась или же не просвечивалась вообще. Сперва на
носят тонине и толстые, слабые и сильные полосни. 
Затем рисуют более широиие полосы: маисимум тем-

._. 

ноты у одного ирая, другои размыт; маисимум темноты 

в середине, оба ирая размыты; маисимумы разной интен
сивности на :краях, в середине минимум; маисимумам 

темноты на :краях предшествует постепенное увеличение 

1) Табл. 1 (стр. 434). 
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темноты, внутри полос эти мансимумы спадают сначном 

или постепенно. Наблюдая тание искусственные нар
тины через полярисноп Савара при помощи рассеян
ного света, мы эамечаем их сходство с теми, ноторые 

приведены в рис. 23. Саваровсние полосы распола
гаются перпендикулярно :к нарисованным, образуя 
уплотнение темноты в точнах пересечения полос. 

При этом становятся очевидными преимущества пред
ложенного метода для отыскания слабых полос 
поглощения. 

Руноводствуя.сь описанным выше принципом, можно 
получить надёжный способ для правильного изображе
ния процессов поглощения. На нартон, онрашенный 
в цвет наблюдаемого участна спентра, наносится тушью 
полоса с таним расположением уплотнений темноты, 
чтобы при набл:Юдении в полярисноп получалась сава
ровсная полоса таного вида, ноторая замечалась в дей
ствительности. В настоящее время фирма R. FueB 
(Ш тег лиц, район Берлина) изготовляет прибор, 
ноторый облегчает наблюдение таних иснусственных 
спентров. 

4. Если применить этот поляризационный метод 
к проходящему частично поляризованному свету, то он 

позволит исследовать явление поглощения света в pac-
u u 

творах такои незначительнои концентрации, с ното-

рыми в настоящее время не экспериментируют. Rроме 
того этот метод приводит н большей точности в опре
~елении положения мансимума поглощения. Необхо
димо заметить, что успех опыта во многом зависит от 

того, будут ли саваровсние полосы сравнимы по интен
сивности с полосами поглощения. Первые из них должны 
быть достаточно слабыми, что с большим трудом дости
гается существующими способами получения частично 
поляризованного света. Поэтому имеет смысл пользо
ваться специально изготовленными уназанным выше 

способом хроматичесними поляризаторами. В наmе.м 
случае-это нусочни бумаги и нартова, пластинни 
металла или фарфора, понрытые более или менее раэ
бавленной чёрной или серой нрасной. 
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Наблюдая через полярисноп Савара нартину, полу
чаемую при освещении естественным светом хромати

чесного поляризатора, мы можем судить о природе 

его светопоглощающей составной части. Из подобных 
заранее исследованных поляризаторов можно составить 

набор, :который будет служить для определения при
роды различных нрасящих веществ. Для этого доста
точно осветить естественным светом, прошедшим через 

раствор, свойства ноторого необходимо определить, 
взятый из набора поляризатор и наблюдать получен
ную нартину. Если растворённое вещество совпадает 
с тем, дл:я ноторого изготовлен поляризатор, то мы 

получим усиление изображённой нартины, присущей 
данному хроматичесному поляризатору. В случае пали-... 
чия отнлонении мы можем судить о различии веществ 

или о влиянии растворителя. Для наблюдений таного 
рода пригодны слабо о-крашенные предметы, дающие 
едва заметные чёточные полосы. Например, рис. 127 1

} 

поназывает расположение одной саваровсной полосы 
в спентре света, рассеянного от слабо онраmенной 
в малахитовую зелень белой бумаги. Здесь можно 
видеть элементы двух чёточных полос. Картина полу
чается чрезвычайно слабой и может уснользнуть от 
наблюдения, поэтому необходимо ослабить ярность 
близлежащих областей спентра. Это достигается на
блюдением спентральной нартины через более или 
менее тёмное серое стенло. 

Разобранный метод может быть использован для 
исследования поверхности несамосветящихся небесных 
тел, таи нан их можно рассматривать нан совонупность 

хроматичесних поляризаторов. Однано до сих пор он 
не применялся для этих целей. 

ПРИБОР 

5. Для наблюдения описанных явлений и в целях 
использования возможно меньших рабочих поверхно
стей требуется специальный прибор. Ilo моему уназа
нию таной прибор был снонструирован под руковод-

1) Табл- П (стр. ·442). 
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ством С. L13iB фирмой R. FueB. На этом приборе произ
водились опыты, :которые будут описаны в следу1ощих 
разделах. 

В ходе опытов выявился ряд других требований 
!< таному прибору, которые были учтены в новом вари-

Рис. 1. 

анте, ноторый описывается в настоящей статье. Я при
ношу иснреннюю благодарность С. LeiB, ноторый лю
безно согласился руноводить постройной более совер
шенной модели прибора. 

На массивном держателе Н (см. чертёж), снабжён
ном установочными винтами, унрепляется в верти

нальном положении металличесний диен Q, на ноторый 
нанесены деления в градусах. На диене располагаются 
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две подвижные и сбалансированные алидады, на :ко
торых монтируются коллиматор С и зрительная тру
ба F. На плите G держателя укрепляется трубка А, 
в :которой помещается подвижный стержень В. 
На верхнем конце стержня укрепляется предметный 
столик Т, который можно устанавливать на любой 
высоте с помощью зубчатого привода, прикреплён
ного к стержню. 

На верхнем конце коллиматора С имеется щель S, 
около которой принрепляется небольшая стеклянная 
призма для использования, в случае необходимости, све
та от боковых источников. В нижний конец коллима-... 
тора вставляется подвижныи николь; однако это при-

способление применяется только в виде исключения, 
о котором будет сназано ниже. В большинстве опы
тов используется только естественный свет. Примерно 
в середине ноллиматора находится линза L, ноторая 
может перемещаться в известных пределах вдоль длины 

трубы. Её устанавливают так, чтобы изображение ос
вещённой щели попадало на продолжение горизонталь
ной оси четверти круга. Эта установка, а также уста
новка щели перпендикулярно плоскости четверти круга 

выполняются с помощью небольшого прозрачного эк
рана, который прилагается к прибору. 

Если установить предметный столпи тан, чтобы его 
верхняя горизонтальная плоскость проходила через .. 
центр четверти круга, то на нем появится тонкая ~вет-

лая линия, перпенди1{улярная плоскости четверти_ кру-... 
га и продолжение которои пересекает эту плоскость в 

указанном центре. 

Исследуемый предмет помещается на предметный 
столик; при этом его опускают настолько, чтобы на 
небольшой выбранной для исследования части поверх
ности получилась таная же световая линия. Для на
блюдений служит зрительная труба F. Она состоит в 
своей нижней части из линзы М, фональная плосность 
которой перпендинулярна плосности диска Q и про
ходит через его центр. Это значит, что в неё также по
падает световая линия. Из линзы М световые лучи вы-
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ходят в зрительную трубу параллельными пучками 
и пересекают саваровс:кую пластинку W, :которая дл.fl 
правильной установки снабжена винтом и способна 
немного поворачиваться вокруг оси трубы. Далее лучи 
проходят через ни:коль п, для точной регулировки 
ноторого имеется также винт. Затем следует линза т, 
в фокальной плосности :которой (Ь) собираются лучи. 
В этой плоскости помещена передвижная пластинка 
Р обладающая щелью t и отверстием f. В зависимости 
от потребности можно вводить в плоскость изображе
ния либо щель, либо отверстие. 

Изображение световой линии в плоскости Ь разла
гается в спектр с помощью небольшого сетчатого диф
фра:кционного спе:ктрос:копа или призматического 
спе:ктрос:копа. На чертеже изображён сетчатый спе:к
трос:коп, образованный призмой а, у :которой на пло
скость её гипотенузы нанесена небольшая сетка. Таким 
путём получается большая дисперсия в :красной части 
спектра, чем в случае простого призматического спек

троскопа. Сбоку от зрительной трубы устроено при
способление для отсчёта длин волн. Оно состоит 
из призмы полного внутреннего отражения е и ма

товой шкалы длин волн g, освещаемой небольшой 
лампочкой v, :которая питается от а:кнумуляторной 
батареи D. 

!Цель t вводит~я в плоскость изображения Ь, чтобы 
u 

предотвратить нарушение соответствия между ш:калои 

длин волн и спектром, :которое может возникнуть во 

время опытов при изменении положения трубы. 
Для правильной установки зрительной трубы и 

:коллиматора с линзой необходимо опустить предмет
ный стали.к Т и затем установить обе трубы тан:, чтобы 
их оптичесние оси совпали. Приспособление для полу
чения спентра вынимается из зрительной трубы и заме
няется онуляром r. 

После того :как прибор отрегулирован, спен:тро
с:коп возвращают на своё место; щель :коллиматора осве
щают натриевым пламенем и устанавливают правиль

ное положение шкалы длин волн. Контроль за этой 
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установной во время опытов можно осуществлять с 

помощью призмы, расположенной оноло щели нолли
ма тора. Саваровсная пластинна и ниноль должны 
быть отрегулированы таним образом, чтобы изображе
ния полос получились резними и располагались парал

лельно длине спентра. R наждой трубе можно при
нреrrить держатели для сосудов с растворами. В целях 
дальнейших научных исследований прибор может быть 
снабжён компенсаторами или стенлянными столбинами. 

Предметный столин имеет приспособление, позво
ляющее при.tнимать мягние или гибние предметы н его 
поверхности, с тем чтобы устранить вредные неровно
сти, шероховатости предметов. Кроме того, н пред
метному столину можно приспособить небольшой вер
тинальный стержень, обладающий подвижной гори
зонтальной стрелной с чёрным энраном. Этот энран 
помещают в вертинальную плосность светового изоб
ражения и опуснают до положения, при нотором пи

нание боновые или вторичные отражения от предмета 

не попадают в зрительную трубу. 
Достаточно яркое изображение щели можно полу

чить уже с помощью нернстовсной нити, питаемой си
лой тона в 1 ампер, помещая её перед щелью нолли
матора. Исследованиям могут быть подвержены раз
нообразные предметы из различных областей природы, 
если тольно возможно получить из них плоеную 

полосну длиной 1,5-2 см и шириной 2 мм. Тано
выми могут быть: намни, голова или перо птицы, ли
стья, цветные насеномые и т. д. Этот. метод позволяет 
решать многие техничесние и естественнонаучные проб
лемы, в частности, даёт возможность определять сно
рости химических реанций и производить фотохими
ческие наблюдения. 

Наблюдения производились в большинстве опытов 
при одном и том же угле, большем или меньшем уrла 
отражения, т. е. не в отражённом, а в расс~янном све
те. flpи этом уменьшалось влияние зеркальных свойств 
поверхности предмета, хотя оно всё же частично сназы
валось на результатах исследований. Если работать 
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" 
дри угле отражения, то постуnающии в зрительную 

трубу от предмета свет будет сильно поляризован из
за отражения на поверхности предмета, причем эта 

поляризация скроет от наблюдателя те особенности, 
ноторые зависят от светопоглощающих свойств дан
ного предмета. Ис:ключение составляют прозрачные 
предметы, которые помещаются на сильно отражающие 

основания. Ось коллиматора устанавливалась под раз
ными углами н вертикали. Эти углы колебались в пре
делах от 30 до 45°. 
И роме описанного прибора, фирма R. FueB изго

товляет ещё два прибора: один из них будет служить 
для демонстрационных, другой-для научно-техниче
с:ких целей. 

опыты 

6. Теперь я перейду н описанию спектров красящих 
веществ, ноторые были подвергнуты исследованию по 
вышеуказанному способу. Наиболее характерные из 
этих спектров помещены в прилагаемых таблицах в виде 
рисунков; числа 40, 50 и таи далее обозначают соот
ветствующие длины волн в 0,40 ft, 0,50 f.L и т. д. Спектры 
изображены в масштабе некоторой сетни, но не в мас
штабе призматической шпалы. При этом имелось в виду 
сэкономить в таблицах место, таи нан вместо установ
ленной в рисуннах длины в 5 мм для красной области 
спектра (0,65 r- -0,60 (-L) мы получили бы в случае приз
матической шпалы величину вдвое большую. Чтобы 
представить себе действительную картину, получаю
щуюся с помощью призматического спентроснопа, не

обходимо сужать области спектра, соответствующие вол
нам О, 75-0, 70 ft, и расширять области, представляющие 
волны от 0,60 fL до 0,40 р.. В спектре я наблюдал шесть 
саваровсних полос, число их возрастало при прибли
жении н фиолетовому концу спектра. Для наблюдения 
достаточно трёх полос, но ни в ноем случае не одна, 
с тем чтобы заметить слабые поперечные спектру по
лосы поглощения и слабые чёточные полосы. Обычно 

28 Н. А. Умов 
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я рисовал три параллельные полосы, но на неноторых ри

суннах поназана и использовалась тольно одна из них. 

Все опыты можно разделить на три группы: 
А. l\расящие вещества в виде жидних растворов 

или прозрачных листинов рассматриваются в прохо

дящем поляризованном свете. 

Б. Красящие вещества в виде прозрачных жидних 
или твёрдых слоёв нанесены на зернальную или ма
товую металличесную или белую основу и освеща
ются естественным светом. Предметы нладутся на сто
лин; ноллиматорная и зрительная трубы образуют 
с горизонтальной плосностью неноторые углы. 

В. Тела, пропитанные растворами нрасон; естест
венные цветные тела органичесного и неорганичесио

го происхождения освещаются естественным светом. 

ГРУППА А 

Ряд I 

7. Л начну с описания спентров различных прозрач
ных веществ в проходящем поляризованном свете, чтобы 
связать наши последующие опыты с теми, ноторые 

проводятся обычным спентроснопичесним методом. Эти 
опыты представлены на рисуннах 1-22. Во всех слу
чаях использовались либо наполненная раствором ню
вета с параллельными стенлянными стеннами, либо 
прозрачные пластинни тела, ноторые помещались на 

пути световых лучей. Кроме того, при этом применялись 
следующие три расположения: 

а) В опытах 1-11 свет проходил через ниноль, 
унреплённый в нижнем Rонце коллиматора; оптиЧески0' 
оси обеих труб располагались горизонтально и совпа
дали. Свет, таним образом, был полностью поляризован; 
предметный столик опущен. 

б) В опытах 12-18 оптичесние оси ноллиматора в 
зрительной трубы находились под неноторым углом 
друг н другу и были нанлонены н горизонтальной 
пцосност,И. Лучи света, выходя из ниноля, располо-
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Л(енного в нонце ноллиматора, давали изображение 
щели на хроматичесном поляризаторе, ноторый поме
щался на стопине. В начестве хроматичесних поляри
заторов использовались матовые металличесние пла

стинни или онраmенные в серый цвет нуски белого 
нартона. Для этого проще в~его воспользоваться л10-
быми сортами серой эмалевой нраски, ноторую можно 
найти в любом химичесном магазине. В этом случае 
мы получаем частично поляризованный свет, степень 

поляризации которого мы можем изменять. 

в) В опытах 19-22 ни:коль удалялся из ноллимато
ра, в остальном сохранялось расположение (б). Изоб
ражение щели на хроматичесном поляризаторе полу

чалось при помощи естественного света, т. е. мы име

ли случай слабого частично поляризованного света. 
Рисунки показывают, что при таном расположении 
обнаруживаются неноторые тонности спентра. 

Впредь я буду пользоваться следующими сонраще
ниями: Р. - раствор, разб. -разбавленный, у. разб.
умеренно разбавленный, с. разб.-сильно разбавленный. 

Данные спектры принадлежат следующим веществам: 
8. Расположение а). 1. Р. хромотроп - вода (у. разб. ). 

2. Р. хинизарин - этиловый спирт (у. разб). 3. Р. пон
со энстра - вода (разб.); такая же нартина получается 
для: Р. мельдола голубая- вода, Р. эритрозин-вода, 
или этиловый спирт - HN03 , Р. родулин красный G 
(Bayer)- вода, Р. флонсин - вода или этиловый спирт. 
4. Р. пурпурин - этиловый спирт; аналогичная :картина 
получается для желатины Steeg & Reuter - прочная 
жёлтая-нампеш, нафтиламин желтый. 5. Р. бенгальсная 
розовая-этиловый спирт-НN03 ; аналогичная нартина 
получается в СЛ)'Чае Р. новый голубой D (Bayer)- вода 
(разб.). 6. Р. диамантовый фунсин-вода (разб.); такая 
же нартина получается для желатины Steeg & Reuter 
брильянтовая зелень, метиловый зеленый и эозин, 
попугаевый зеленый. 7. Р. диамин зеленый В - вода. 
8. Р. мельдола голубая - этиловый спирт; Р. мельдола 
голубая в воде даёт картину 3; аналогичную нартину 
даёт кроцеиновая желатина фирмы Steeg & Reuter. 

28* 
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9. Р. метиленовый голубой-вода. 10. Желатина инди
гокармин и пикриновая кислота фирмы Steeg & Reuter. 
11. Гвинейский фиолетовый 4Ь -вода (разб.). 

Изображение других растворов или тел составляются 
из элементов приведённых здесь спектров. Видимость 
саваровских полос на фоне спентра может служить 
мерилом темноты данных полос. 

9. Расположен,ие б). 12. Р. мельдола голубая -этиловый 
спирт (у. разб.) (сравните эту картину с той, ноторая 
получается для того же раствора при другом расположе

нии); Р. мельдола голубая в воде даёт здесь тоже нар
тину 3. 13. Р. новый метиленовый синий GG-вода 
(разб.); при (с. разб.) эллиптические утолщенпл переходят 
в .нругJ1ые. 14. Р. нильский голубой-вода (разб.). 
15. Р. брильянтовая зелень экстра-вода (разб.). 
16. Р. метиленовый голубой-вода (разб.). 17. Р. ме
тилфиолето вый -вода ( ра зб.). 18. Р. мала хит о вал зе
лень-вода (у. разб. ); при этом ниноль убирают и на 
предметный столин кладут толстую стеклянную пла
стинну, зачернённую с нижней стороны. 

10. Распоо1tожение в). 19. Тот же раствор, что и 
в п. 18; в качестве хроматического поляризатора исполь
зовали тонкий слой этого раствора, заключив его 

в металлическую чаmечну. 20. Р. флуоресцеин -эти
ловый спирт (разб.); хрсмэ.тичесний поляризатор-фар
форовая п~итка. 21. Р. мельдола голубая-этиловый 
спирт (разб.); хроматичесний поляризатор-матовая 
алюминиевая пластинка; если в начестве хроматиче

ского поляризатора использовать слабо окрашенный 
в малахитовую зелень белый картон, то чёточная по
лоса усиливается на участке 0,64 f-1· 22. Тот же рас
твор более разбавлен; в качестве поляризатора слу

жила фарфоровая плитка. 

ГРУППА Б 

11. Сюда относятся опыт:Ь1, осуществлённые мето
дами, которые особенно пригодны для исследования 

природы красок. Ниноль удаляется из коллиматора, 
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источником света служит естественный свет. Рисунки 
отображают влияние условий наблюдеций на вид спен
тра. В качестве характеристики спектра берётся форма 
чёточных полос и вид концов саваровских полос; на 
рис. 231 нан уназывалось уже раньше, поназаны раз
личные виды этих полос. 

ряд 11 

12. Этот ряд содерж.цт рисунни под номерами 24-
65. Предметами исследования являлись растворы нра
сящих веществ, ноторые вливались в металличесную 

чаmечну с зернальным дном. Чашечна помещалась 
на предметный столин прибора; при этом изображение 
щели получалось на дне чашечни с помощью естест

венного света. Побочные и вторичные отражения задер
живались чёрным энраном, ноторый был опущен поч
ти что вплотную н нраям чашечни. Наблюдавшаяся 
спентральная картина являлась наложением двух спен

тров: первый спентр получался от лучей света, рас
сеянных на поверхности жидности, второй-от лу
(1ей, отражённых от дна чашечни и, следовательно, 
дважды прошедших снвозь раствор. Совершенно ясно, 
что величины углов падения и наблюдения существенно 
влияли на суммарное спентральное изображение. Чем 
меньшие углы образуют обе трубы с горизонтальной 
плосностью, тем сильней выступают полосы поглощения, 
и на их тёмном фоне совершенно исчезают саваровсние 
полосы. Толщина жидного слоя нолебалась от 1 .мм до 
небольших его долей. Для наждого случая с помощью 
взвешивания возможно установить среднее значение 

толщины слоя, если знать нонцентрацию раствора 

и если чашечна будет обладать незначительным весом. 
Условия опыта для данной жидиости уназыва1отся 
заданием среднего значения толщины слоя, угла наблю
дения ~, ноторый образован осью зрительной 1 рубы 
и вертпналью, и угла отражения i. Если значение тол
щины слоя весьма мало, что имеет место в случае ме

талла и бумаги, понрытых нраснами, то достаточно 
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указать, Gовпадает ли угол наблюдения с углом отра
жения или нет. 

В исследующих _описаниях отдельных спентров углы 
i и ~ отсутствуют в случаях, иогда они мало отли
чаются друг от друга. 

24. Р. хинизарин-этиловый спирт-КОН. В про
ходящем свете этот раствор давал только одну полосу 

поглощения, начиная от 0,581-1 и нончая фиолетовой 
областью; таним образом, новый метод позволяет уста
новить структуру этой полосы. 25. Р. флуоресцеин
этиловый епи рт. 26. Тот же раствор после добавления 
неснольних иапель Р. КОН в этиловом спирте. 
27. Тот же (с. разб.) раствор при~= i. 28. Раствор 27 на
лили в нювету и поместили перед раствором 26 (в ча
шечне ); полученное таним путем пзображение уназы-

.., 
вает на новыи метод с равнения природы двух раство-

ров. 29. Р. мель дола голубая-этиловый спирт помещен 
в фарфоровую чашу. 30. Тот же более разбавленный 
раствор в фарфоровой чаше. Заметно исчезновение 
одной полосы поглощения; сравните с рисунном 22, 
представляющим тот же раствор, но ещё более разбав
аенный. 31. Р. мельдола голубая-этиловый спирт 
в металличесной чаше. 32. Р. метиленовый голубой
вода. 33. Тот же раствор после удаления большей его 
части, тан что остался тольно очень тонкий слой. 
34. Тот же раствор (разб.). 35. Р. метиленовый голу
nой-этиловый спирт; после превышения угла отраже
ния в 6° получаются тольно полосы поглощения. 36. Р. 
метилфиолетовый-вода, толстый слой; i = 45°, ~ -= 39°. 
37. Тот же раствор при i = 38 °. 38. Смесь растворов 
:32 и 36. 39. Р. nонсо ;}Истра-вода; i = 40°, ~ = 44°. 
-10. Р. понсо энстра-этиловы~r спирт; значения i и ~ 
прежние. 41. Р. нильский гол)бой-вода, толстый слой; 
значения i и~ прежние. 42. Тот жо раствор; ~=38°. 
·13. Тот же раствор, тонний слой; угол ~ прежний. 
44. Тот же раствор при ~ = i = 40°. 45. Тот же раствор 
сильно разбавлен водой при ~ = 38°. 46. Тот же раствор 
при ~ ==46°. 47. Р. нильсний голубой-этиловый спирт; 
i = 40°, ~ = 38°. 48. Тот же раствор при ~ == 45°30,. 49. Р. 
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новый метиленовый голубой-вода; толстый слой; 
i = 40°, ~ = 37°. 50. Тот же раствор при ~=44°. 5-1. Тот же 
раствор, тонний слой; ~ === 44°. 52. Р. новый метиленовый 
-голубой-этиловый спирт; ~ = 44°. 53. Тот же раствор, 
{3 = 38°15'. 54. Р. брильянтовая 3елень-вода, толстый 
слой; i = 42~, ~ = 39°. 55. Rонцентри-рованный Р. метил
фиолетовый и брильянтовая зелень-этиловый спирт, 
-тонний слой; ~ = 39.0

• 56. Р. метилфиолетовый и бри
льянтовая зелень -вода; ~ = 38°. 57. Р. малахитовая 
зелень-вода, толстый слой; ~ = 39°, i = 42°. 58. -Тот же 
раствор, тонний слой; ~ = 31°30'. 59. Тот же раствор 
разбавлен водой, более тонний слой; ~ = 37°. 60. Тот 
.же раствор вблизи угла отражения .. 61. Тонний слой 
Р. малахитовая зелень -вода с преобладанием бриль
янтовой зелени; ~ = 38°. 62. В прежний раствор доба
влена малахитовая зелень; ~ = 38. 63. Дно чаши едва смо
-чено прежним раствором. 64. Р. метилфиолетовый-эти
ловый спирт, тонний слой; i = 42°, ~ = 38°15'. 65. Тот же 
раствор; р = 32°; замечено, что при большем отнлоне
нии угла рассеивания от угла отражения явление 

поглощения полностью заглушает поляризацию. 

ряд 111 

13. Рисунни 66-94 соответствуют слоям застывших 
растворов нрасон в желатине или эластичном нолло

диуме, нанесённ~м на посеребрённый медный лист, 
при освещении естественным светом. Предметы распо
лагают на стопине прибора; опыты производятся 
вблизи угла отражения. Ввиду того, что слой очень тон
ний, изменение угла наблюдения не сназывается замет
ным образом на изображении. Поляризованные 
части спентра возрастают с глубиной тона нрасни. 
Использовались следующие нрасящие вещества при 
угле падения i = 35°. 

Красные красящие вещества. 66. Понсо энстра. 
67. Понсо R. 68. Родамин; в этом и в ряде других спен
тров за резной границей полосы поглощения в нрай
ней нрасной области следует очень ярний нрасный 
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цвет. 69. Эритрозин. 70. Пурпурин. 71. Бенгальский 
розовый. 72. Тетраметилродаминхлорид; ~ = 36,5°. 
73. Родулин красный G. 74. Диамантовый фуксин. 

3е.аёные красящие вещества. 75. -Малахитовая зе
лень (Meister). 76. Изумрудная зелень. 77. Брильянто
вая зелень экстра. 

Сииие красящие вещества. 78. Новый метиленовый 
синий DD. 79. Мельдола голубая. 80. Нильский голу
бой. 81. Новый голубой D. 82. Метиленовый голу
бой. 83. Патентованный голубой краситель Мейера 
(Meyer). 

Фиолетовые красящие вещества. 84. Гвинейский 
фиолетовый 4В. 85. Кислотный фиолетовый N. 
86. Метилфиолетовый 5В. 

В дальнейших рисунках я буду приводить большей 
частью одну саваровскую полосу. Следующие четыре 
спектра приведены из-за их оригинальности; они полу

чены при наблюдении металлизированной алюми
нием бумаги, которая была покрыта анилиновыми 
нраснами; названия этих красок я не мог выяснить у 

московской фирмы G., поставляющей эти бумаги. 
87. Красный. 88. Лиловый. 89. Синий. 90. 3елёный. За
тем я покрыл металлизированную алюминием бумагу 
той же фирмы растворами анилиновых красок в этило
вом спирте, при этом были получены следующие спектры. 
91. Брильянтовая зелень экстра. 92. Новый метиле
новый синий. 93. Метилфиолетовый. Опыты произво
дились при ~>i 

Более сложные составные спектры получаются для 
красок, которые под действием света претерпевают 
химические изменения. Уназанный метод может быть 
применён для исследования фотохимических явлений. 
Рисунок 94 изображает спектр посеребрённого медного 
листа, который был покрыт раствором цианина в эти
ловом спирте и затем высох под влиянием тепла. Изо
бражение было получено только с одного участка такой 
пластинки, так как покрытие было неоднородным; 
с других участков получены более простые кар
тины. 
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Ряд IV 

14. Этот ряд охватывает рисунни под номерами 
95-126. В наждом спентре рисовалась тольно одна 
саваровсная полоса. Предметами исследования явля
лись образцы цветных ланов, нанесённых на полосни 
из оловянной фольги. Толщина слоёв нрасни ещё 
меньше, чем в предыдущих опытах. При наблюде
ниях под углом отражения заметно харантерное ис

чезновение полос поглощ~ния. Из сравнения спен
тральных изображений можно сделать занлючение 
о применимости методов для решения техничесни важ

ного вопроса о составе и природе красителей. 
Цветные лаки московско~о предприятия по п роиа

водству красок братьев А. и Н. Мамонтовых (i =35°). 
95. Rрасный лан с эозином и жёлтым метанилом ( оранж.); 
угол наблюдения больше угла отражения; при равен
стве обоих углов исчезает полоса поглощения. 
96. Rрасный лан с жёлтым метанилом (нрасный); i :=:: ~-
97. Тот же лан при ~>i; поглощение увеличивается. 
98. Светлый лан с диамантовой зеленью и метилфи
олетовым (светлозел.). 99. Красный лан с сафранином 
(тёмнонрасный). 100. Светлый лан с родамином; i = ~; 
при ~ > i появляется поглощение в поляризованной 
части (нармезин). 101. Светлый лан с небольшим 
ноличеством родамина (нрасн.). 102. Красный лан 
с метилфиолетовым (фиолетовый). 103. Светлый лан 
с Винторией голубой (тёмносиний). 104. Светлый лак 
с диамантовой зеленью и жёлтым анилином (голубой). 

Спиртовые краски на оловянпой фольге предприя
тий по производству красок Meister Lucius &. Briining 
(Hochst на Майне) i = ~ == 40°; в снобнах уназаны фабрич
ные номера. 105. Спирт. жёлтая RP (No 2). 106. Спирт. 
жёлтая VG (No 3). 107. Спирт. оранжевая RRP 
(No5).108. Спирт. нрасная 2G (Nо6).109.Спирт. нрасная 
G (No 7). 110. Спирт. шарлах G (No 8). 111 Спирт. 
нрасная В (No 9). 112. Спирт. розовая _RB (No 10). 113. 
Спирт. розовая RB со спирт. фиолетовой 2В (Ш 11). 
114. Спирт. фиолетовая 2В (No 12). 115. Спирт. голу-
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бая VВД со спирт. фиолетовой 2В (No 13). 116. Спирт. 
голубая DR (No 14). 117. Спирт. голубая BL (No 15). 
118. Спирт." голубая VBD (No 16). 119. Спирт. голубая.В I 
(М 17). 120. Спирт. зелёная М (No 18). 121. Спирт. зелё
ная G (No 19). 122. Спирт. зелёная GG (No 20). 123. Спирт. 
норичневая С со спирт. чёрной N чистой (No 27). 
124. Спирт. фиолетовая 2В со спирт. жёлтой А (No 28). 
125. Флуоресцирующий фиолетовый ВВ со спирт. жёл
той А (No 29). 126. Спирт. фиолетовая 2В со спЙрт. 
жёлтой А (No 30). 

В альбомах образцов предприятий по производству 
нрасон уна3аны пропорции, в ноторых смешивались 
вещества; Для случая масляных нрасон получались 
сходные нартины, ноторые я здесь не привожу. 

ряд v 
15. Рисунки 127-163 охватывают спентры различ

ных онрашенных предметов (нартон, бумага, шерсть, 
гипсовые пластинни), nричём исследуются предметы 
только типичной формы. Эти предметы дают бледные 
спентральные нартины по сравнению с описанными 

выше. 

127. Белая бумага, слабо онрашенная малахитовой 
зеленью; чтобы наблюдать слабые кружочни чёточных 
полос, необходимо пользоваться серым дымчатым сте
нлом для того, чтобы ослабить световую нартину вбли
зи этих нружочнов. 128. Бумага или нартон онрашены 
хромотропом в нрасный цвет. Таную же нартину даёт 
большинство сортов нрасной бумаги, нрасных платков 
и таи далее, имеющихся в продаже. 129. Белый нар
тон онрашен нрасным хинизарином. 

Из образцов эмалевых красок братьев А. и Н. Ма
мот-tтовых в Москве; фабричные номера уназаны в сноб
ках. 130. 3елёная ниноварь (№ 114). 131. Изумруд
ная зелень. 

И а образцов ._светлых красителей из каменноуголь
ного дёгтя для цвет1tых лаков, нанесёт-tных на толстую 
бумагу (фирма Friedr. Bayer & Со., Elberfeld). 132. Наф-
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толовый зелёный В (No 7). 133. Ализарин нрасный 
1R экстра (No 13). 134. Брильянтовый ализарин бордо 
(No 15). 135. Ализарин бордо (No 16), более тёмныif, 
чем предыдущий. 136. Гелиоголубой прочный BL 
конц. (.№ 20). 137. Свинцовый сурин (No 26). 138. Желе
зисто-синеродоводороднан нислота (No 28). 

Из образцов ан,илин,овых цветных лаков па бумаге 
(анилиновая и содовая фабрина в г. Бадене). 139. При
мазин жёлтый (Primazingelb) 6 энстра патент. и свет
лозелёный SL (No 10). 140. Та же смесь в другой про
порции (темнее) (No 11). 141. Нафтоловый жёлтый S 
и лановый зелёный PL (No 13). 142. Нептуновый аелё-
ный SG (.№ 15). · 

Образцы крашен,ой шерстпи той же фабрики; весо
вое ноличество нрасни на единицу веса сухого шер

стяного материала уназано в соответствующих аль

бомах. 143. Оранжевая II (No 4). 144. Эозин А (No 10). 
145. Кислотная фиолетовая 4BL (No 20). 146. Нислотная 
фиолетовая 6BN (No 21). 147. Водянистая голубая РР 
(No 22) (все три голубые). 148. Синяя SL энстра (No 28). 
149. Кислотная зелёная SF, желтоватая (.№ 30). 150. Кис
лотная зелёнан 1224 (.№ 31). 151. Родамин (No 42) розо
вый. 152. Метилфиолетовый В энстра (М 46). 153. 
Викторин голубая В (.№ 51). 154. Мореная СIТНЬ Н 
(No 52). 

Мы считаем излишним приводить в статье спе:к
тры нраmеного льняного полотна, полушерстяной и 
хлопчатобумажной тнани, ножи и т. д. 

Затем следуют неснольно спентров водянистых рас
творов ряда веществ, нанесённых на гипсовые плитни. 
Спентры сняты после высыхания плитон. 

155. Жёлтан анилиновая нрасна. 156. Нафталин 
красный (розовый). 157. Родулин нрасный фирмы 
Байер (розовый). 158. Эозин (нрасный). 159. Патенто
ванный голубой нраситель Мейера. 160. Изумрудная 
зелень (Байер). 161. Сернонислый :кобальт (свет
лорозовый). 162. Унсуснонислан медь (тёмнозе
лёнан). 163. Двуугленислый натрий (тёмнооранже
вый). 
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ГРУППА В 

Ряд VI 

16. Этот ряд охватывает спектры твёрдых природ
ных тел. Рисунки 164-171 относятся н неорганиче
ским, рисунки 172-185 принадлежат органичесним 
телам. Наблюдения ведутся с помощью естественного 
света. 

Белые природные тела, такие, нан, например, мел, 
гипс и другие, производят очень слабую поляризацию 
u, следовательно, дают очень слабые саваровсние по
лосы. Магнезия usta представляет в этом смысле самое 
белое вещество. Чёрные тела, такие, нан древесный 
и каменный уголь, чёрные смолы, намни и таи далее, 
вызывают сильную поляризацию и дают сильные сава

ровсние полосы. Поляризация света серыми камнями 
имеет среднее значение и зависит от интенсивности и 

цвета онрасни. Коричневые и рыжевато-коричневые 
дают слабые полосы в нрасной и оранжевой областях, 
сильные полосы-в зелёной, синей и цвета индиго ча
стях спектра; полосы поглощения лежат в крайней 
области длинноволновой части спектра, здесь же ино
гда можно обнаружить следы одной чёточной полосы. 
Сера и желтоватые намни производят заметную поля
ризацию между 0,59-0,45 f-1-, слабую -в нрасной ча
сти, поглощение -в крайней области длинноволновой 
части спектра. Тание же явления имеют место для 
красных и нрасноватых камней и земель. В телах, об
ладающих избирательным поглощенfемt полосы по
глощения превращаются в чёточные полосы. Это пре
вращение происходит чрезвычайно красиво у солей 
дидима, помещённых на фарфоровую плитку. Следу
ющие опыты производились за пределами угла от

ражения. 

Неорганические тела. 164. Спектр поверхности ку
ска твёрдого нармина из нолленции l\1амонтова. Раз
личные виды этого красителя отличаются друг от друга 

большей или меньшей интенсивностью полутени, в но
торой располагаются саваровсние полосы. 165. Прес-
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сованная таблетна оранжевого нрона. 166. Прессован
ная таблетна жёлтого крона. 167. Прессованная та
блетна жёлтого нрона другого сорта. 168. Прессованная 
таблетна фиолетового метила. 169. Прессованная та
блетна родамина. 170. Прессованная таблетна голубой 
Виктории. 171. Прессованная таблетна нрасного 
эозина. Все вещества взяты из нолленции Мамон
това. 

Оргаnи'Ческие тела. 172. Рисунон поназывает наи
более полный спентр, ноторый мне удалось полу
чить для составной части растения. Опыт производился 
с иусном зелёной норы арбуза и с неснольними свежими 
и засохшими листьями. Отличие в спентрах зелёных 
частей различных растений зависит, по видимому, от 
внешней ножной тнани, понрывающей предмет. Если 
предварительно обработать соответствующие части ра
стений химичесним или физичесни:М: путем, то спектры, 
полученные от них, очевидно, изменятся. 173. Сухой 
нрасный осиновый лист, упавший осенью с дерева; 
таную же нартину дают неноторые нрасные цветы. 

17 4. Жёлтый цветон Tagetes patula; белые и розовые 
цветы почти что не производят поляризации и не 

дают полос поглощения. 175. Высохший лиловый цветон .. 
мана; здесь мы встречаемся с двумя четочными поло-

сами спентра 172; цветы другого цвета отличаются ин
тенсивностью саваровсних полос на участие 0,656-
0,610 (1. и интенсивностью чёточных полос. 176. Лило
вый цветон Anemona chinensis из Ниццы; нрасные цве
ты этого растения дают спентр 173. 177. Спентр листа 
того же растения. 178. Спентр стебля того же расте
ния; чёточные полосы в последних трёх спентрах мо
жно найти в полном спентре 172. 179. ТёмноноричневыИ 
цветон Lackfiol. 180. Спектр мяса; аналогичный 
спентр получается от пальца молодого человена; эти 

спентры соответствуют спентру гемоглобина. 181. Оран
жевое перо петуха из хвоста. 182. Ч ёрное перо (с метал
личесним блеснам) селезня. 183. Для сравнения при
водится спентр наменного угля; заметные чёточные 
полосы на участие 0,67 f-'-· 184. Жёлтое пятно на нон-
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це нрыла бабочни. 185. Спентр зелёной головы австра
лийсной птицы. 

В занлючение я хочу выразить благодарность 
профессору Мосновсного высшего техничесного училища 
П. Петрову, дирентору неоднонратно упоминавшейся 
мосновсной фирмы С. Мамонтову и заведующему лабо
раторией этой же фирмы В. Rиселёву за предоставле
ние необходимого для работы материала. 

Москва 

(Прислано в журнал 6 сентября 1.912 r.) 



О СТАЦИОНАРНОМ ДВИЖЕНИИ ЭЛЕКТРИЧЕСТВА 
НА ПРОВОДЯЩИХ ПОВЕРХНОСТЯХ 

ПРОИЗВОЛЬНОГО ВИДА 1) 

В июне 1875 г. мною была представлена проф. Кирх
гофу работа, носящая заглавие настоящей статьи. Ре
зультаты этой работы помещены были проф!-Rирхгофом 
в ~1onatsberichte der Konigl. Akademie der Wissenschaf
ten zu Berlin за 1875 г. под заглавием: «Uber die sta
tionaren elektrischen Stromнngen in einer gekriimmten 
leitenden Flache». Доназательство же этих результатов 
дано было проф. Кирхгофом отличное от моего; метод, 
им употреблённый, сходен с тем, который мы находим 
в его же статье: « Uber den Durchgang eines elektri
schen Stromes durch eine Ebene etc. » (Pogg. :(Ann., 
LXIV). 

Н считаю нелишним привести здесь мне принадле
жащее доказательство ~айденных_ мною результатов. 
Представим себе поверхность произвольного вида или 
изогнутую пластин:ку беснонечно малой, но равномерной 
толщины из однородного вещества, проводящего элен

тричество. На этой поверхности проведём двойную сеть 
её линий :кривизны. Параметры линий нривизн_ы :каждой 
системы означим через '1 и r 1• Положение· точни на по
верхности будем определять пересенающимисл в ней 
линиями :кривизны р и р 1 • Элементы этих линий будем 

1) Напечатано в Матеиатичеснои оборни:не, т. 9, 1878. 
(Прим. ред.) 
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означать соответственно через ds и ds1• Мы имеем: 

(1) 

где б 1 и (j суть некоторые функции переменных р и р 1• 

Предположим, что на поверхности установилось стацио
нарное дви;l\ение электричества. Тогда через периферию 
каждого элемента поверхности столько же втекает элек

тричества, сколько и вытекает. Выразим аналитически 
это условие стационарности электрического движения 

для бесконечно малого четырёхугольпика, ноторый обра
зован пересечением четырёх линий кривизны ~, ~ + dp 
и р 1 , р 1 + d~ 1 • Означим стороны четырёхугольника, ле
жащие на линиях кривизны р и ~ + d'tJ, через ds и ds'; 
на линиях кривизны р 1 и р 1 + di) 1 - через as1 и ds1. 
Назовём через х элентропроводность пластинки и через 
о - её толщину. Электродвижущая сила, действующая 
в точне элемента ds в направлении, к нему перпенди:
нулярному, есть 

av 
- дs1' 

(2) 

где V означает потенциал свободного элентричества, на
ходящегося на нашей иривой пластинне. Ноличество 
электричества, втенающего в продолжение элемента вре

мени dt в наш четырёхугольник через сторону его ds, 
будет: 

av 
-х ·о . dt • - ds. 

дs1 
(3) 

Через противоположную сторону ds' вытекает в то же 
самое время иоличество элентричества, равное 

-х ·В· dt · [дV ds+ !_(?V ds)ds 1 ] • (4) 
дs1 дs1 дs1 

Подобным же образом через элемент ds 1 втекает ноли:
чество электричества за тот же промежуток времени: 

дV - х • а . dt . - ds1 
дs 

(5) 
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и вытенает через протпвоположную сторону ds~: 

- х · о . dt l дV ds1 + !__ ( av ds 1) ds J . 
дs дs \дs 
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. (6) 

Избыток вытенающего элентричества над втекающим 
в случае стационарного движения электричества должен 

быть равен нулю; следовательно, 

Внося в 
ний (1), 

j_ сдV ds) ds1 + i_ сдV ds1) ds ==о. (7) 
дs1 дs1 дs дs 

это уравнение величины ds и ds 1 из выраже
сонращая произведение di) • dp 1 , находиl\-1: 

Е_ (01 дV) !!___ (.! дV)-о др 6 др + дрl 61 д(1 - • 
(8) 

Это есть дифференциальное уравнение с част пыми про
изводными, ноторому долiнен удовлетворять потенциал 

свободного элентричестnа на изогнутоii пластnнне в слу
чае стационарного дви;-нения элентричества. Общий инте
грал уравнениii таного вида был дан мно10 в статье: 
( 3аноны нолебаний в неограниченной среде постоянной 
упругости» (Математичесний сборник, т. V, стр. 24). 

Так нан нам нужен этот общий интеграл для после
дующего, то я найду его здесь, тем более, что в упо
мянутой мною статье о нем было сназано слишком 
нратно. Означим через ~ и ~ интегралы дифференциаль
ных уравнений: 

вdp+e1ar1V --1=0 и ва?-в1а,J1V-1=0; 
тогда, называя через ф, ф 1 интегрирующие множители 
этих уравнениi'1, имеем: 

d~=ф(fJdp-t-01dP1 lf -1), } 
dYJ =Ф1 (о d,)-01dP1 V -1 ). 

ЛегI\О доназать, что 

V=/(~)tF(~) 

(10) 

(11) 

будет общим интегралом дифференциального уравнения 
с частными производными (8). В самом деле, условия 

29 Н. А. Умов 



450 Н. Л.УМОЦ 

интегрируемостп уравнений (10) будут: 

а с~о) =а (у~ J/ _ 1 \ 
d?1 д~ ' 

а (ф1 О) = _ а ('{1,В,) v - i. J 
др1 ар 

Достаточно допазать, что f (~) будет интегралом 
шего уравнения (8); тем же способом донажется, 
и F (-~) есть интегра;r того i-Ke уравнения. Полагал 

v = f (~), 
мы находи~с 

av _ av: , r 
а - д- UJ, 

' • 1 
) "" 1 • 

Отсюда 

Но первое пз nырап\еппй даёт нам: 

д(фО) V" - 1 = - д(~_О_J • 
д?1 д? 

(12) 

на

что 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

Снладывая выраiненnя ( 15), обращал внимание на 
соотношение ( 16), мы находим, что с у.мма их то1-нде
ственно равна нулю, че~r и доказывается наше предло

жение. 

Переi'Iдём теперь к преобразованию уравнонпл с част
ными пропзводны:\н1 ( 8), :которое даст нам возможность 
свести вопрос о распределении стационарных элеRтри

чесnих токов на поверхностях произвольного вида !\ во

просу о распреде;~енпи тонов на некоторой плоеной пла
стинке. Общий nид пнтегрирующпл множителей у и у 1 
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в выражениях ( 1) будет: 

~=а+ ь ir - 1, } 

ф 1 =а-ьV -1, 
(17) 

где а и Ь суть неноторые фуннции переменных р и р 1 • 
Внося выражения (17) в выраженпя (10), находим: 

dE = (а6 d,, -Ь6 1 d~ 1) + (Ь6 di' + аО1 dv1) Vг -1, } ( 
18

) 

dYJ = (аб dr- bfJ 1 dp 1)-(bO d,1 + а6 1 dt1) JI -1. 

Та:к нан эти выраrнения суть полные дифференциалы, 
то- действительные и мнимые их части суть тоже пол
ные дифференциалы. Вводя две новые переменные х и у, 
мы можем, следовательно, написать: 

и 

dx = а6 dp -Ье dp1, } 

dy = ЫJ dp + a61dr1 

d~=dx+dyif -1, } 

d"f/ == dx-dy V ~ 1. 

(19) 

(20) 

Интегралы этих последних уравнений будут: 

~=x+yV' -1,} (21) 
'f/ = х -у v -1. 

Следовательно, общий интеграл ( 11) уравнения с част
ными производными (8) будет: 

V=/(x+yy'=i)+F(x-yV-1). (22) 

Та:кое выражение общего интеграла уравнения (8) 
поназывает нам, что это уравнение в переменных х и у, 

связанных с переменными р и р 1 дифференциальными 
уравнениями (19), принимает вид: 

(23) 

29* 
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Этому же уравнению должен удовлетворять, в слу
чае стационарного движения электричества, потенциал 

на плоеной пластинке, совпадающей с плоскостью ху. 
Итан, решение вопроса о распределении элентриче

сних тонов на поверхности произвольного вида приво

дится н решению вопроса о распределении элентриче

сних токов на неиоторой плоеной пластин:ке. Посмотрим 
теперь, в :ка:ком отношении находится эта пластинка 

н нашей поверхности. 
Во-первых, очевидно, что :каждой точ:ке поверхности 

будет соответствовать по меньшей :мере одна точна 
пластин:ки. · 

Решая уравнения (19) относительно d~ и d1J 1, мы 
находим: 

adx+ bdy 
djJ = 6 ( а2 + b'l) ' 

ady-bdx 
dr 1 = 61 ( а2 + ъ2) • 

(24) 

Линиям :кривизны р и р 1 поверхности будут соот
ветствовать на нашей пластин:ке кривые линии, сену
щие друг_ друга под прямым углом и дифференциальные 
уравнения :коих будут: 

а dx + Ь dy =О, } 
ady-bdx=O. <25

) 

Следовательно, :каждому прнмоугольни:ку на нашей по
верхности будет соответствовать прямоугольник на нашей 
пластинке. Двум элементам ds и ds 1 линий :кривизны 
поверхности будут соответствовать два элемента dз и da 1 
линий (25), Rоторые мы найдём, полагая в выраже
ниях ( 19) или d~ = О или d111 :=:;; О. Именно: 

а~= v- а2 + ь2 ds, } (26) 

da 1 = JI а2 + Ь2 ds 1 , 

от:куда за:ключаем, что 

d'J ds 
da

1 
-ds

1 
• 

(27) 
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Следовательно, пластинна наша представляет собою 
изображение поверхности на плосности, подобное изобра 
жаемой поверхности в мельчайших частях. Заметим, 
что задача о такого рода изображении поверхности про
извольного вида на плосности была разрешена Гауссом 
(Gauss, Werke, Bd. IV, S. 193). 

Одесса. 
21 марта 1877 r. 



ГЕОМЕТР.ИЧЕСRОЕ ЗНАЧЕНИЕ ИНТЕГРАЛОВ 
ФРЕНЕЛЯ1) 

Насто11щая статья имеет целью представить возможно 
наглядно свойства интегралов Френеля: 

:z 

А=~ cos ~z2 dz, 
о 

Возьмём на плосностп 

% 

В = ~ sin; z2 dz. 
о 

систему прямоугольных ноор-

U=caнmuмemp!J) 

Рпс. 1. 

динат: абсцисс v и ординат z, и начертим параболу 

1tz2 =v, (1) 
2 

принимая произвольную длину за единицу длины (рис. 1). 
1

) Статья была по~\Iещенз. в Записнах мате1натичес1<ого 
отделения Новоросс1~йс11ого общества естествоиспытателей, 
т. б, 1885. (Прим. ред.) 
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Представим себе, далее, нруглыli цилиндр (рис. 2), 
радиус которого равняется выбранной на.ми единице 
длины. Ось цп;~индра примем за ось z-ов системы прямо
угольных координат в про-

странстве. Две другие осп 
означим через х и у. Навернём V6 
на этот цип:индр плоскость 

с начерченной параболой та-
ким образом, чтобы ось па- , 
раболы совпадала с кругом J 
перееечения цилиндра и пло- 2 
скости ху, а вершина пара

болы совпала с точной nе
рес.ечения цилиндричес:кой 
поверхности и оси х. Пара
бола, обвивая цилиндр, об
разует две винтовые линии, 

из Rоих одна паправллетсл 

в сторону по:1ожительных z-ов, 

другая - в сторону отрица

тельных. Для нашей цели 
достаточно рассмотреть толь-

но первую из этих двух ли-

( Jз 2 сантиметрf1М) 

Рис. 2. 

ний, О' ВС DE. Будем её проектировать на ноорцинатные 
ПЛОСRОСТИ zx и zy. Кривую на ПЛОСRОСТИ zx назовём 
через е, на плосности: zу-через 11· Н~оординаты z наших 
проенций будут представляться ординатами параболы: 

z=GK=HL=MB= 1/~, r т: 

а 1\-ООрдинаты х, у будут: Д:IЛ :нривой ~ :f3 ПЛОСI-\ОСТИ zx 
x=OK=cosv, у=О; 

... 
для нривои ~ в плосности zy 

у= OL :!!!11: sin v, х =О. 

:Иривая е пересеI<ает ось z в точках, для которых 
7t 

х = cos v = О, т. е. v == ( 2 h + 1) 
2 

, h -~- О, 1, 2, . . . , 
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и ординаты точен пересечения 

Z; = °V2ft + f. 
Rривая ~fl пересеиает ось z в точнах, дли ноторых 

y=sint;==O, т. е. i·=21i;, и Zri=V2h, 
h-=O, 1, 2, 

Будем отнладывать на оси z длины, равные :корням 

нвадратным из чисел натурально~о ряда, таи, чтобы 
одна ононечность наносимых линии совпадала с началом 

:координат; Другая ононечность представит собой одну 
пз рассмотренных выше точен пересечения. Означая 

' 
через п целое число, выран~ение 

z = v п, п == 1, 2, 3, ... ' 

для п чётного даёт z_'i, для нечётпого z~. Эти самые 
ординаты соответствуют точнам пересечения с плосно

стями :координат zx и zy параболы, навёрнутой на ци
линдр. Дуги t', соответствующие этим точRам, даются 
выраiнснием 

h 
т: 

V= - ' 2 
li=O, 1, 2, ... , 

где Ji есть целое чие:то. Дугу параболы, ноей ононечно
ст11м соответствуют значения /i - 1 и lz, мы буд~м 
оsначать нан лежащую в /z-11 четверти. Мы .скажем 
таиже, что соответствующие дуги нривых е и .,., лежат 
в ll-Й четверти. 

Пусть а есть угол насательноii л1п1ип в т0чне :кри
вой ~ с осыо х, и ~i - угол ЕЭ.еательноi.i в точне hр:ивой "1} 

С ОСЬЮ у; III\ICC:'-.I: 

! /~ 
dz 2 J 1. 

tga=-~= - _ , 
dx Jl1; s1n v 

1 /2 
з dz -2 J/ ~ 

g - --t ---- . 
1 

dy Jfv cos v 
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Мы видим' что 

tga= оо при 

tg~= оо при 
sin v =О, 

cosv =0, 
т. е. при х = ± 1 ; 
т. е. при у = ± 1. 

Следовательно, касательные параллельны оси z в тех 
точках Rривых, которые лежат на прямых пересечения 

цилиндра с плоскостями zx и zy. _Координаты z этих 

_точек д_!Ш кривой ~ будут равны z"IJ, а для кривой YJ 

равны z~. 

Заметим, что tg ~ бесконечно велик ещё при нначе
нии v =О, т. е. в точне кривой "f}, совпадающей с нача
JIОМ координат. 

В точках пересечения с осью z 

1 1 
tga= +-~==-

1t Jf 2!i + 1 , 
tg~= ± !_1_ 

1t JI 2h 

По мере возрастания v касательные линии в этих 
точках RрИВЫХ е И 1) всё более приближаются К парал
лелизму с осью х или с осью у. 

Нривые S и 1J имеют точки перегиба. Они определя
ются значениями t•, для .которых tg а или tg ~ принимают 
наименьшие значения. Эти значения v определяются 

ДЛЯ КрИВОЙ е уравнением 

а для кривой '11 

tgv1 = -2V1, 

1 
tgV2=-2 . 

V2 

Эти выражения показывают нам, что точки перегиба 
кривой е соответствуют значениям v, леihащим в чётных 
четвертях окружности. По мере возрастания v, tg v1 
приближается к - оо; следовательно, точна перегиба 
приближается К точRам пересечения кривой е С ОСЬЮ z. 
Для кривой '1'1 значения v2 лежат в нечётных четвертях 
окружности, и с увеличением v2 tg v2 приближается 
к нулю; следовательно, точки перегиба также при

ближаются ·и точкам пе:р~с~ч~ПWI 1\ривой "!} с, осью -z:-
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Указанные свойства кривых ~ и "fJ дают возмо.;нностъ 
представить их на чертеже (рис. 3 и 4). Линии АА, 
вв' се' ... отграничивают на плоскостях zx и zy части, 
на которых проектируются дуги параболы, соответству
ющие 1-й, 2-й, 3-й и так далее четвертям. 

Легко отыскать эти дуги на параболе (рис. 1). 

о б 1t 31t 
тнладывая на оси а сцисс v величины 2 , it, 2 и тан 

далее, дуги Оа, аЬ, Ъс и прочие проектируются на пло-

z 

' 11 
f v6 
J) ~ 

\Щ" 

!J 
1 

о 
{ ! =З CC:HЛ7lli-fCi'!!IJl2M) . 

Рис. 3. 

,l 
f 

Е 

о 

а. 

f 

dz 

о 

Рис. 4. 

.х 

! 

d 

скости zx нривыми 0' А, АЬ, ЬС, Cd, ... , а на плосности 
zy- кривыми Оа, аВ, Вс, cD, ... 

Найдём теперь выражение площади, ограниченной 
нривою ~, осью z и двумя ординатами х = 00' и х = f f'. 
Элемент площади есть х dz, следовательно, площадь 
будет: 

z=Of 

\ х dz, 
о 

Иw"IИ, вст~вляя х = cos v = cos ; z2~ находим для выраже-
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--н:ия Wiощади интеграл Френеля 

% 

\. т: 
А = J cos ~ z2 dz. 

о 

Если верхний предел z падает во вторую четверть, 
например z ==О/ 1, то интеграл А представляет собой 
разность двух площадей О' О А и А/ 1/~, таи нан значения х 
для последней площади отрицательны. Отсюда ясно, 
что если все пJ1ощади, отсенаемые ветвями н ривой е 
от плосf\ости zx на стороне положительной оси х, мы 
будем сqитать положительными, а отсенаемые от пло
сности zx на стороне, содержащей отрицательную ось 
х, -отрицательными, то интеграл А для произвольного 
значения верхнего предела будет равен алгебраичесной 
~~ум:ме ·nлощадеЙ, ограниченных нривой е, ОСЬЮ Z, орди
натой 00' и .затем ординатой, соответствующей значению 
верхнего предела z. 

Означая площади О'ОА, АВЬ, ЬВС и прочие для 
нратности отрезнами ОА, АВ, ВС, CD, DE, ... , знани 
последовательных площадей представятся рядом: 

+ - + + 
ОА, АВ, ВС, CD, DE, EF, FG, ... , 

т. е. площади, ограниченные проенциями дуг параболы, 
лежащих в 1-й, 4-i'i, 5-й, . . . четвертях, будут поло
жительны; между тем площади, ограниченные про№ци

я:м:и дуг параболы, лежащими во 2-й, 3-й, 6-й, 7-й, ... 
четвертях, отрицательны. Мы видим отсюда, что инте-

+ 
грал А должен иметь мансимумъ1 и минимумы. А =ОА 

+ - -
будет максимум; А= ОА + АВ + ВС будет минимум, 
и -т. ·д· С'леДовательно, мансимумы будут представляться 
аЛгебраичесной суммой площадей, соответствующих ряду: 

+--++ ... --++, 
-

·а -минимумы-ряцу: 

+--++···++--. 
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Таним образом, мансимумам интеграла А соответству
ют значения 

v = ~ ' 5 ~ ' 9 ~ ' . . . ' ( 4h + 1) ~ ' . . . 

и верхние пределы 

z == v 1, 1 / 5, v 9' ... ' v 4h
1 + l. 

1\1ивимумам соответствуют значения 

1t 1t ~ ~ 

v =:- 3 2 ' 7 2 ' 11 2 ' . ._ . ' ( 4h - 1) 2 ' . . . 

верхние пределы 

z -=уз, Jf 7, ... ' v 4Ji + з: 
Эти результаты получаются и отыснивая непосредственно 
условия максимума и мивиму~а интеграла 

% 

А= \ cos ~ z2 dz· 
) 2 ' 
о 

условие состоит в том, чтобы 

1tZ2 
cos 2 или cos v = О; 

для мансимума sin v должен быть положителен, а для 
минимума - отрицателен, что и выполняют приведённые 
выше значения v и z. 

Подобными же рассуждениями убедимся, что интеграл 

i 

В= ~ sin У z2 dz 
о 

представляет алгебраичесную сумму площадей, лежа
щих на плосности_ zy м~жду :кривой Yl, осью_ z, орди
натой у =О и ординатой у, соответствующей верхнему 
пределу z; при ::)ТОМ площади, ·лежащие по ту сторону 

оси z, :которая соответствует положительной оси у, uри
нимаютсл положительными, а лежащие по друГую сто

рону - отрицательными" . 
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Порядок положительных и отрицательных площадей 
представится рядом отрез нов: 

+ + + + 
ОА, АВ, ВС, CD, DE, EF, ... , 

т. е. площади, ограниченные на плосности zy проен

циями частей параболы, лежащими в 1-й и 2-й, 5-й 
и 6-й, 9-й и 10-й, вообще 1 + 4h и 2 + 4h четвертях, 
будут положительны; ограниченные же проеициями 
частей параболы, лежащими в 3-й и 4-й, 7-й и 8-й, ... , 
вообще 3 + 4h-й и 4 + 4h-й, · будут отрицательными. 

Мансимумы и минимумы интеграла В даются, оче
видно, такими номбинациями площадей: 

м:ансимумы: + + , + + - - + + , ... 
... ,++-- ... ++; 

минимумы: + + - - ' + + - - + + - - ' ... 
... , ++-- ... ---. 

Мансимумам соответствуют значения: 

1t 
v == 71:' 3it' 5it' . . . ' ( 2h + 1) . 2 2 ; 

z = 112, ув, ... ' ]/2(2h+1);. 
минимумам: 

1t 
v = 21t, 4тr, ... , 4h 2 ; 

z=-V4, -VB, ... , Jl4h. 
Эти результаты очевидны и из условия мансимума и мини
мума интеграла В, дающего 

sinv=O, 

причём для мансимумов cos v должен быть отрицателен, 
а для минимумов положителен. 

Мы можем представить на плосности те части цилин
дрической поверхности, проекциями ноих будут рас
смотренные нами выше площади. Они изображены на 
рис. 1, причём площади, пуннтированные горизонтально, 
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проентируются на плосности zx, а пуннтированные вер

тикально проектируются на плосности zy; знаки ШIО

щадей проенций обозначены на соответственных частях. 
Благодаря тому обстоятельству, что нривые прое:кций 

касаются образующих цилиндра, лежащих в плосно
стях zx и zy, легио вычислять поправhи в величинах 

интегралов, данных Френелем, для пределов, близl\их 
и значениям z этих точен соприносновения. В данном 
случае алгебраичесни прибавляемая площадь весьма 
близка и прямоугольнину, основание ноего есть единица, 

а высота - разность предела, для которого ищется инте

грал, и значения z для бди.tнайшей точи и приносновения. 
Тан, напри~ер, В имеет мансимум для z = V 2 = 1,4142, 
по Френелю же - для z = 1,4. Для этого значения инте
грал А, вычисленный Френелем, будет 0,5439. Мы можем 
отыснать истинную его величину; в самом деле, пло

щадь, вычисленная Френелем, есть алгебраическая сумма 
.... 

площадеи 

A=O'OA-qAq (рис. 4), 

где Oq = 1,4 меньше ОВ = 1,4142; разность 

OB-Oq-= 0,0142 

представляет площадь прямоугольнина bqqB, l\оторан 
должна быть прибавлена н предыдущему значооию А 
со знаном - ; таним образом, получаем: 

JГ2 

~ cos ; z2 dz = 0,5439-0,0142 = 0,5297. 
() 

Поправнп в значениях А и В, соответствующих манси
мумам и минимумам, менее значительны, что видно 

из формы нрпвых проенций, тан кан они соответствуют 

точнам: пересечения нривых с осью z. 
По таблице Френеля первый минимум интеграла А 

будет для z = 1,70, причём величина этого интеграла 
определяется равноi'1 0,3245. Таи нан z = Ор = 1, 70 
меньше z=OC=J/3=1,7321, то истинное значение А, 



ГЕОМЕТРИЧЕСНОЕ ЗНАЧЕНИЕ IПIТЕГРАЛОВ ФРЕНЕЛЛ 46:~ 

соответствующее минимуму, будет 

А= 0,3245 - площадь рС р (рис. 4). 

Но площадь рС р по малости С р = 0,0321 может быть 
рассматриваема :кан площадь прямоугольного треуголь

нина, в ноем сторона рС совпадает с насательной, про
ведённоii в точно С. По формуле, найденноii выше, 

следовате:J.ьно, 

1 
tg:i= -~ 

7t JI 3 

рСр= ~ ~: =; (0,0321)2 Jf3=0,0028, 

и истинный минимум А будет 

1,7321 

~ cos ; z2 dz = 0,3245- 0,0028 == 0,3217. 
о 

Мы можем установить прпближённую формулу для 
вычисления интегралов Френеля. Соединим две точ:ки 

Рис. 5. 

параболы (I) (рис. 5) хордой С D и введём обозначения: 

CA=z0 , BD=z 1, E'F=z, EF=~, 
АВ = х, АО'== ~)0 , FO' == v. 

Получим: 

Z - Zo Z - Z 
С = 1 

( v - v0 ) + z0 , d~ = 1 0 dv. 
а а 
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Еели точ1~и С и D достаточно Gлизни, Rан увидим ниже 
в применениях отыскиваемых нами формул, то в инте
гралах А и В можно будет заменить величину dz 
чере3 а:; получим: 

z v v 

Az \ 1t 2 d \ d" Z1 - Zo ( , d 
zo == ) COS 2 Z Z -= ~ COS V " = а ) COS V V, 

zo VJ VJ 

и отсюда 

Az Z1 - Zo [ • 1t 2 • 1t 2 ] 
Z() = а 8 lll 2 Z - 8 lll 2 Z О • 

Подобным Же образом ( сх) 
п_Z Z1 - Zo [ 1t 2 1t 2 ] 
~!> = -

11 
COS 2 Z - COS 2 Z0 • 

т 1t ( 2 ") ак нан rt = 2 z1 - z9 , то получим: 

• 1t2. 1t 2 l 
2 

Slll -
2 

Z - Slll -
2 

Z0 

Az === - --------
ZJ 1t z 1 + Zo J 

1t 1t } 
cos - z2 - cos - z 2 1 

в~ = - 1- 2 2 о • J 
J 1t Z1 + Zo 

Формулы, данные Abria, представляют частный случай 
здесь приведённых (V е r d е t, Oeuvres, т. V, стр. 330). 
Простейшее употребление этих формул будет иметь 
целью отыснание интегралов А~ и В~, · если известны 
интегралы А~.э, В~э, ноих предел z0 < z и мало раз
нится от z. В этом случае, полагая z = z1, находим: 

• 1t 1 . 1t '> \ 

2 Slll 2 Z1 - s1n 2 Zc) 11 

Az1 =А zo + - ---------
о О Т: Z1 + Zo \... 

1t 1t ( 
cos 2 z~ - cos 2 z~ 1 

вz1 = вzо - ! ________ . J 
u о 1t z1+zo 

(~) 

Если z0 > z1 , то знаки дробей в правых частях приве
дённых выражений будут противоположные. Таи, напри-
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мер, Френель даёт: 

А~· 2 =О, 7161 и Аб' 3 = 0,6393; 

второй интеграл получается из первого, на1' известно, 
приближённой формулой Френеля. Применим найденное 
выше выражение для той же цели. Имеем: 

sin ; (1,3)! = sin 152, 1° = sin 27 ,9° = 0,4679; 

sin ; (1,2)2 = s~n129,6° = sin 50,4 ° = 0, 7705; 

2 
- = 0,6366; Z1 + Zo = 2,5. 
1t 

Подставляя в первую из формул (~), находим: 

Аб' 3 =0,7161-0,0771 =0,6390, 

-величину, разнящуюся от данной Френелем на 0,0003. 

Мы воспользуемся танже формулами (~) длн отыснанид 
мансимумов и минимумов напряжения света в диф
франционном явлении, производимом энраном с беспре
дельным прямолинейным нраем. Напряаtение свет~ 
в части пространства, лежащей вне геометричесно!f 
тени, пропорционально, нан известно, выражению: 

Предел z, соответствующий максимуму или минимуму l, 
1t 

означим через z1 и положим ~ = 2 z~. Дифференцируя 1 

по z и приравнивая результат нулю, получаем условие _ 
маl\симума или минимума: 

с+ л:1)cosip+C + B~i)sinip=O. 
Если мы означим через z0 вели:чи.ну, близную н Zн то 

30 Н. А. Умов 



466 Н. А. УМОВ 

получим, пользуясь формулой (р): 

( 
1 + Azo 2 sin f - sjn ~ z~) + 
- о + - cos ер 
2 1t z1 + Zo 

( 

j Zo 2 COS ~ - COS ~ zв ) • 
-+- -2 +Во -- s1nrp=O. 

' 7t Z1 + Zo 

Члены, содержащие sin r.p и cos <р внутри сиобои, вза
имно уничтu1наются, и мы находим: 

• 7t 
Slll 2 z3 

_!__+лzо_~ ___ _ 
2 о 7t Z1 + Zo 

1С ~ 
1 " 2 COS 2 Zo 
-+В;;.о+- ---
2 - о 7t Z1 + Zo 

(у) 

Понажем, наr~им образом эта формула даёт возможность 
весьма просто вычислять величину z1 • Заметим прежде 

всего, что таи нан А~1 и В~1 всегда положительны, то 
tg ер отрицателен; следоватеJiьно, r лежит всегда в чёт
ных четнертях, почему cos ер и s1n <р имеют противоnо

ло;нные знани; означая их абсолютные величины через 
с и s, мы можем написать условие мансимума и мини
мума в следующем виде: 

с; +А~') С= с~ +в~1) s. 
Тан нан в наждой четверти инте1·ралы А и В изменя
ются внутри близких меJнду собою пределов, нан это 
поназывают таблицы Френеля, и притом с возрастанием 
верхнего предела прпбл111наютсп всё более и более 

1 
н 2 , т. е. н равенству, то tg r.p должен быть близон 

R - 1; следовательно, с и s тан1-ке близки н равенству. 
Мы занлючаем отсюда, что 

_ 1 + Azo1 б 1 вz1 
2 :rизт~о н равенству с 2 + 0 , 
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или 

л~1 6ЛИ3НО R равенству С в~1 • 
Положим 

z' < z1 < z''; 
тогда по непрерывности фуннций А и В должны иметь: 

Az' > вz' 
если о < о, 

.z" < .z" то Ао >Во. 

Таним образом, нам достаточно отыснать в таблицах 
Френеля два возможно близких между собою значения 
z' и z", для ноторых выполнялись бы предыдущие не
равенства, чтобы быть уверенными в том, что исномое 
z1 близно н одному из найденных нами значений. Таи, 
в '!Jабдице Френедя (Oeuvres, т. I, стр. 319) находим: 

z 1,2 1,3 1,8 1,9 2,3 2,4 2,7 2,8 

А 0,7161 о, 6393 0,3342 0,3949 0,6271 0,5556 0,3929 0,4678 

в 0,6229 0,6859 0,4509 0,3732 0,5528 0,6194 0,4528 0,3913 

и т. д. 

Мы видим отсюда, что исномые значения z1 леа~ат 
близно н значениям 1,2; 1,8; 2,3; 2, 7 и т. д· Отыснав 
эти последние и назвав их через z0 , мы приступаем 

н решению выражения (у) по приближению. Зная, что 
z1 мало отличается от z0 , мы полагаем в правой части, 

б 1 ... 
в дро и , величину z1 = z0 ; получаем из нашеи 

Z1 + Zo 
формулы одинановую по виду с известной прnближён-
ной (Verdet, Oeuvres, т. V, стр. 347): 

1 % 1 . 1t 
-+А o--s1n-z3 

1t 2 о т.:z 0 2 
tg~=tg-2 z~~ - 1 вz(} 1 7t 2 

-2 + о +-cos-2 Zo 
7tZo 

(8) 

30* 
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IIайдя отсюда приближённое значение для z1 , подстав-
1 

ляем его в дробь + и снова производим вычисле-
z1 Zo 

ние. Но уже первое приближение, 1·. е. формула {о), 
даёт с достаточной точностью значения z1, как показы
вают приводимые ниже примеры: 

1 " 1 2· 1,2161 - О,2653 · 0,7705 
-и максимум. Zo = ' ' tg f = - 1, 1229 - О,2653 · 0,6374 ' 

отсюда tg~= -1,0607 = -tg46,68°, 
ер= 180° - 46,68°=133,32° = 90° • ~; 

1 lg Z1 = 2 {lg 133, 32- lg 90} = 0,0853264; 

Z1 = 1,2171. 

По Френелю z1 = 1,2172 (Oeuvres, т. I, стр. 322). 
Второе приближение даёт: 

tg ~ == -1,0609 = - tg 46,687°; 

; .Z~ = 133,313°; Z1 =1,21707. 

1-й 
. 0,8342 +о' 1768 . о, 9298 

MUnuмyм. Zo = 1,8, tg ~ = - 0,9509 + 0,1768 · 0,3681 ; 

отсюда tgf= -0,9829= -tg44,51°; 
~ = 360° -44,51о=315,49° :.= 90° . .z~; 

отсюда z1 = 1,8723; 
оо Френелю z1 =1,8726. 

Второе приближение даёт: 

tg rp = - о, 9810 == - tg 44,43°' 
f = 360° -44,43° = 315,57° = 90° •.Zf 

И Z1 =1,8725; 
по Френелю z1 = 1,8726; 

и т. д· 

Ближайшей нашей задачей будет более подробное 
знакомство с кривыми е и 'Yl· Мы постараемся с этойl 
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целью отыскать возможно простые «ривые и номбива
цnи RрИВЫХ, бЛИЗНО ПОДХОДЯЩИе R ЛИНИЯМ е И 'YJ· В пер
ВОЙ Четверти начальная абсцисса RрИВОЙ е (рис. 4) 
равна единице и :конечная ордината тоже равна единице. 

Величина отграничиваемой ею площади АА = О, 7803 очень 
мало отличается от n~ощади 

четверти круга, описанного 

радиусом, равным 1, равной с Vi 
~ =0,7854. в 

z 

д 
Если в первой четверти 

мЪI опишем дугу круга СО' 
(рис. 6) радиусом, равным D ..,__ ___ _...._.N .. 
единице, и проведем лома-

ную линию О' АВ тан, чтобы о '"----1---0~, --х 
О' А= 0,6; АВ = 0,95, Рис. 6. 

то средняя арифметичесная из площадей, отграничивае
мых этими линиями и прямой, проведённой на высоте 
z, представит довольно близно соответственный инте-

грал А0 . Та«, например, 

01 
N 

1 
{ МО' ODNO' .до =2 площ. OD +nлощ. }. 

Поэтому интеграл А будет довольно близRО изображаться 
следующими значениями: 

1) о< z < 0,6; 

Ао = ~ [arc sin z + z -V 1- z2
] + ~ z. 

2) 0,6 < z < 0,95; 

АО= ~ [arc sin z + z Jf 1-z2] + 0,3 + 1 ·~.~ z (z-0,6). 

3) 0,95 < z < 1; 

.4-== ~ [arc sin z + z V 1-z2
] + 0,3875. 
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В следующей таблице приведены значения интегра
лов, вычисленных по этим формулам и данных Френелем: 

z Формулы Френель Разность 

1 
О, 1 0,0999 0,0999 0,0000 
0,2 0,1971 0,1999 0,0028 
0,3 0,2977 0,2993 0,0016 
0.4 о' 391:1:5 0,3974 0,0029 
0,5 0,4892 0,4923 0,0031 
0,6 0,5804 0,5811 0,0007 
0,7 0,6615 0,6597 -0,0018 
0,8 0,7231 0,7230 -0, 0001 
0,9 0,7638 0,7651 0,0013 
1,0 О,?802 0,7803 0,0001 

Более удачно и более просто можно представить инте
гралы В в первой четверти. Заметим прежде всего 
(рис. 3), что нривая У/ в первой четверти имеет точку 

1 
перегиба. Соответственное v есть 

D норень приведённого выше трап-
- - - - - - - - - - - - - vJ сцендентно1 о уравнения; это с 2 

лежит меiнду 37° и 37°40'. При
близительно для точки перегиба 
абсцисса у = 0,609, а ордииата 
z =- 0,645. Начертим (рис. -7) 

" 

1 
в первои четверти на плосно-

9 -----~~~..__~~о ~ 
с сти zy параболу у= Т z2 • Точ-

Рис. 7. ну А (z = 0,5) этой параболы 
соединяем прямой с точкою В 

(у= 1; z = 0,92). Ломаная линия OABD будет до
вольно блпзl\а н Nрnвой 'l в первой четверти. 

~ . 
1) О < z < 0,5; уравненпе параболы есть у . 2 z2 ;-

следовательно, 
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2) 0,5 < z < 0,92; таБ нан ОС= ~ = 0,3927, то 

В= 0,0654 +[О, 723 z + 0,0312] (z -0,5). 

3) 0,92 < z < 1; 

В= z-0,5621. 

Приводим таб.лицу, состав:~енну10 подобно преды
дущей. 

z Формулы Френель Разность 

0,1 0,0005 0,0006 0,0001 

0,2 0,0042 о' 00!12 0,0000 

0,3 0,0141 0,0140 -0,0001 

0,4 0,0335 0,0332 -0, 0003 

0,5 0,065'1 0,06'14 -0, 0010 

0,6 0,1119 0,1101 -0,()018 

0,7 0,1730 0,1?16 -0,001'1 

0,8 0,2483 о' 21187 0,0004 

0,9 0,3382 0,3391 0,0009 

1, о 0,4379 0,437'1 0,0003 

Ilерейдём теперь :к пс следованию нривоi'1 ~ в других 
четвертях. Дуги этоii 1,ривоП, лел{ащие во 2-й, 3-й 
и 4-ii четвертях, я за~1сняю в на1ндой четверти пара
болами и прямыми, определёнными следующими 
условиями: 

1) вершина параболы лежит в точне сопрnноснове
ния нривой е с образующей цилиндра; 

2) ось параболы парал:тельна оси х; 
3) насательная н :крпвой ~' проведённая в точне .. 

ее пересечения с осыо цплиндра п определяемая дан-
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ноi'1 выше формулой (стр. 456) 

t ~-=t=_!_ 1 
g - 1t у 2/i + 1 ' 

есть в то же время и касательная и параболе. Частьl 
этой касательной, лежащая между точной пересечения 
нривой ~ с осью z и точкой насания с параболой, и иду
щая от этой точки дуга параболы до вершины пред
ставляют кривую с. 

Для следующих четвертей дуги параболы (1) (рис. 1), 
соответствующие дугам Е, леiнащим в этих четвертях, 
заменяем стягивающими их хордами. Вследствие этого 
и вычислени10 интеrрала А применяются формулы (~). 

7t 
Мы имеем здесь ~ = 2 , и если речь идет о h-й чет-

верти, то v0 =hj-, z0 =Jfh, z1 =V-h+1. Полагая 

d = V li + 1-V h, находим: 

АО = лfii + 2: [ sin ; z2 - sir. h ; ] . 

Пользуясь уназанными здесь nриёмами, вычислены 
в приводимой ниже таблице значения ФА интегралов А. 
Те же интегралы, вычисленные Френелем, обозначены 
через F А· Зная унлонения тех и других значений, 
можно извлечь из приводимой нил'е таблицы величины 
интегралов А, соответствующие их наибольшим (М) 
и наименьшим (m) значениям. Так, например, на гра
нице 15-й и 16-й четвертей J1ежит минимум интеграла А, 
значение nоторого по таблице Френеля приходится для 
z == 3,9 и равно 0,4226, т. е. падает ywe в 16-ю чет
верть. По нашим формулам получается минимум для 

z = V 15, равный 0,4169. Разность этой цифры и пре
дыдущей равна 0,0057, - величине гораздо большей, 
чем возможные унлонения значений ФА и F А• Прибав
ляя и цифре 0,4169 поправну 0,0013, получаем для 
минимума интеграла А величину 0,4182, более близкую 
R истине, чем та, которап извлеRается из таблиц 
Френеля. 
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Четверть z д 

1,1 о' 76115 0,7643 .-0,0002 
1,2 0,7177 0,7161 -0,0016 

2-я 1,3 0,6398 0,6393 -0,0005 
1,4 0,5443 0,5439 -0,0004 

у2 0,5301 

1,5 0,4465 0,4461 -0,0004 

3-я 
1,6 0,3664 0,3662 -0,0002 
1,7 0,3233 0,3245 0,0012 
у3 0,3205 m 

1,8 0,3330 0,3342 0,0012 
4-я 1,9 0,3962 0,3949 -0,0013 

у4 0,4901 0,4886 -0,0015 

2,1 0,5803 0,5819 0,0016 
5-я 2,2 0,6356 0,6367 0,0011 

Jf 5 о' 6404 м 

2,3 0,6265 0,6271 0,0006 
6-я 2,4 0,554.6 0,5556 0,0010 

уб 0,5046 

2,5 0,4568 0,4581 0,0013 
7-я 2,6 0,3885 0,3895 0,0010 

-- ~ 
у? О,3?97 rn 

2,7 0,3916 0,3929 о' 0f)13 
8-я 2,8 0,4671 0,4678 0,0007 

vs 0,4961 

2,9 0,5616 0,5627 0,0011 
9-я у9 0,6053 0,6061 о, 0008 

м 
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П родол;исение 

Че.х,верть .,. Фл. Fл ~ А 

1 

10-я 
3,1 0,5615 0,562 1 1 0,0006 

V10 0,5020 

3,2 0,4659 0,466 8 0;0009 
11-я 3,3 0,4053 0,406 1 0,0008 

vп 0,4037 m 

12-я 
3 '1 0,4377 0,438 

' 
1/ 12 0,4976 

8 1 0,0011 

1 

3,5 0,5319 О,532 8 0,0009 
13-я 3,6 0,5870 О,588 3 0,0013 

Jf 13 0,5872 м 

14-л 
3,7 0,5411 0,542 !1 0,0013 

Jf 14 0,5005 

1 

1 

~~' 8 0,4472 1 0,448 
15-я 

Jf 15 
1 

0,4169 m 
1 

5 1 0,0013 

1 

1 

16-л 3,9 0,4212 0,422 6 0,0014 

У16 0,4980 0,498 б 0,0006 

Что Rасается нривоii У/, то no второй четверти она 
может быть представлена пapaбoJioi'I, вершина ноей 
леrкпт в точь:е сопри.косновенпя .кривой У/ с цилиндри
чес ной поверхностью, ось параллельна оси у, и пара

бола проходит через точну пересечения :кривой У/ с осью z. 
Наскольно близко такое построение воспроизводит нри-

" ,.. 
вую 11 во второи четверти, поназывает следующая тао-

лица, в ноей Фв и F в означают инr_rегралы В, Врiчпслен-
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ные по этому построению и данные Френелем. 

2-я четверть 

z Фв Fв д 

1,1 0,5357 0,5359 0,0002 
1.2 0~6221 0,6229 0,0008 
1,3 0,6852 0,6859 0,0007 
1,4 0,7133 0,7132 -0,0001 
у2 0,7137 ~1 

Полагая 

уравнение параболы будет: 

и 

Построение для третьей четверти производится по 
правилу' указанному для нривой е в той же четверти. 
Для следующих четвертей соответственные дуги пара
болы (рис. 1.) навёрнутой на цилиндре, заменяются 
хррдами, так что для них получаем из формул ( t;1.): 

Bz вVli 2d [ r. л ] о == _ 0 - 7 cos 2 z2 
- cos h 2 . 

Согласие этих построений для нривой 'rJ столь же 
удовлетворительно, нак и для нрпвой е' иснлючая третью 
чет!JеJ>ть, _ с9д_ержащую точну перегиба. 
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Четверть z Фв Fв А 

1,5 0,6973 0,6973 0,0000 

3-я 
1,6 0,637? о' 6388 0,0011 
1,7 0,5468 о,5492 0,0024 

у3 0,5148 

1,8 0,451? 0,4509 -0,0008 
. 1,9 0,3748 0,3732 -0, 0016 

4-я 

V4 0,343? 0,3432 -0,0005 

m 

2,1 О,3?34 0,3739 0,0005 

5-я 2,2 0,4566 0,4553 -О,0013 

у5 0,4940 

2,3 0,5538 0,5528 -0,0010 

6·Я 2,4 0,6203 0,6194 -0,0009 

1 

~б- 0,6298 м 

2,5 0,6203 0,6190 -0,0013 

?-я 2,6 0,5512 0,5499 -0,0003 

у? 0,5049 

2,? 0,4536 0,4528 -0,0008 

8-я 2,8 0,3922 0,3913 -0,0009 

vs 0,3885 m 

2,9 О,'1104 0,4098 -0,0006 
9-я J!9 о, 49?/ 0,4959 -0, 0018 
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Четверть z Фв Fв д 

10-л Jf 10 0,6010 м 
-

3,2 0,5941 0,5931 -0, 0010 
11-я 3,3 0,5197 О,!1191 -0,0006 

у11 0,5027 

12-я 
1 

у12 0,4088 (ll 

3,5 0,4156 0,4144 -0, 0012 

13-я 3,6 0,4927 - 0,4919 -0,0008 

у1з 0,4984 

14-я 
1 

Jf 14 0,5851 м 

3,8 0,5661 0,5654 -0, 0007 
15-я 

Jf 15 0,5015 

3,9 0,4752 0,4750 . -0,0002 

16-я У16 0,4204 0,4202 -0,0002 

т 

Вычисление интегралов при замене кривых е и 11 
параболой и касательной производилось по с.ледующим 
формулам. Положим (рис. 8), что в плоскости zx нри
вая Е t лежащая в h-й четверти, заменяется параболой С D 
и касательной DA, проведённой в точне А пересечения 
нривой е с осью z. Точни А и В суть ононечност:и 

ординат V h и V h + 1. Разность их АВ означим через l. 
Вводим систему ноординат е и~' означенных на чертеже, 
и в этой системе называем чер~з ~о и е0 ноординаты 
точки D :касация параболы и прямой AD, делающей 
с осью х угол ~, tg ноего вычисляется по приведённой 
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выше формуле. Изображая уравнение параболы в виде 

1"2 - 2р~ 
~ - ~' 

имеем, по свойству параболы: 

Со= 2·; 0 tg (!., р == :0 tg ~. 
Кроме того, 

l - ~о= (1-;0) tg а., отнуда ~о= t:" -1, ~о= 2 (l-tg а.). 
Для Аа. < АЕ площадь л~а даёт интеграл Френеля 

. -Az _ = _!_ (A.t) 2 = (z_ -(h)2 

у h 2 tg (1 2 tg :J. • 

Для А?> АЕ площадь ADy? определяет интеграл 
Френеля A}rJz. Если :координаты точки у означим через 

-х 

Рис. 8. 

l 

1 

в t 
f3 

о 

е, ~ и всю площадь CDAB через Р, то 

-Av11 =Р-- ~ ~:-~ (1-ё)-== Р- ~ ( 1- i:)-
---

При этом ~=i1 Jz+1-z 

и 

р _ -AVh+t _ 2 t 1" + t+ ~н (i != ) - Vh - 3 '80 "0 2 - ' о • 
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Если парабола обращена своей выпунлостью в обрат
ную сторону, т. е. в сторону положительной оси z, 
и лежит опять со стороны отрицательных х, то точна А 

будет ононечностью ординаты Jf h + 1, а точна В -
ононечностью ординаты JI h. Поэтому если z < Jf h +~о' 

-AJn;=:(1-~:). C=z-Jf h. 

Если же z > Jf h + С0 , то 

-Az =p_(Vh-+1-z)2
• 

- VJi 2 tg а 

Постоянные, входящие в эти формулы для различных 
четвертей, имеют следующие значения: 

Rривые tg.x р i;o С:о Zo 1 р 
1 

; во II четверти 
1 

=0,3183 0,0610 0,3013 о' 1918 1,2224 0.250 -1t 
2 

1 
~в III четверти у--= о, 1838 0,0482 0,7296 0,2682 1,6824 0,209 

1t 3 
6 

1 
~в IV четверти 1ty3=о,1838 0,0309 0,4575 о, 1682 1,8318 0,169 6 

1 
1J в 111 четверти у--= 0,2251 0,0418 0,4123 О, 1856 1,5465 0,198 

- 1t 2 
9 

Приведённые формулы могут быть полезны для вы
числения интегралов Френеля в тех случаях, ногда 
не требуется оqень большой точности. 

Представим себе два одинановых круглых цилиндра 
А и В (рис. 9), вращающихся оноло двух горизонталь
ных осей и трущихся друг о друга своими пов~рхно-
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стями. Если мы назовём через v угол между осями 
и через s -путь, описываемый точной цилипдра В при 
его вращении, Т() путь, проходимый точной цилиндра А, 
будет :7 = s cos v. При повороте цилиндра В оноло вер
тинальной оси z, проходящей через точку насания обоих 

z 

N 

N 

----------~r 

Рис. 9. 

цилиндров, нижний не будет приходить во вращатель
ное движение. Предположим, что ононечности оси ци
линдра В поноятся в раме М, свободно надетой на ось z. 

-На оси цилиндра находится такого же диаметра нру-
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жон К, по ободу ноторого и ободнам блочнов N про
ходит беснонечная нить. По одному из стержней двига
ется у.казателъ G, соедипённый с правой нитью F. На 
оси z неподвижно уиреплён нруглый барабан Н, на по-

1t 
верхности ноего начерчена парабола 2 z2 == v, принимал 
за единицу радиус барабана. Если вертикальная пло
сн.ость zx, проходящая через вершину L параболы, 
содержит ось цилиндра А, то, вращая раму таи, чтобы 
указатель G двигался по начерченной параболе, путь а, 
пройденный нулевым делением цилиндра А и выражен
ный в долях принятой единицы, представит собой, оче
видно, интеграл Френеля: 

% 

cr = ) cos v dz. 
о 

Этот интеграл будет возрастать прц движении уна
.зателя в первой четверти, ногда цилиндр А вращается 
в сторону, уназанную на чертеже стрелкой. Во второй 
четверти из пройденного пути cr будут вычитаться новые 

" ч 
цроходимые нулевои точнои пути, потому что движение 

цилиндра будет совершаться в противную сторону. 
Таким образом, положение нуля на цилиндре А , даст 
~лгебраическую сумму пройденных им путей, т. е. опять 
интеграл Френеля, соответствующий знаqениям z) лежа
щим во второй четверти, и т. д. 
·- Если ось цилиндра А при помощи разделённого нру
I'а С будет поставлена перпендикулярно R плоскости zx, 
то путь, проходимый нулевой точной цилиндра А, будет 
представлять интеграл <I>ренеля В: 

:z: 

cr = ~ sin v dz. 
о 

Вообще, если на барабане начерчена нривая 

v==f (z), 

31 Н. -А. Умов 
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то отсчёты на цилиндре А дают нам или 

а= ~ cos [/ (z)] dz 

или 

а= ~ sin [/ (z}] dz. 

Прибор, схематически изображённый на рис. 9, может 
с.Тiужить также и для отыснания значений z, соответ
ствующих max. или min. напряжения света в диффрак
ционном явлении, обусловливаемом ширмою с беспре
дельным прямолинеl'1ным краем. Данную выше формулу 
(стр. 465) для соответственных max. и min. величины 1 
мы можем представить в таком вцде: 

z 

cos ' + sin ~ + \ ( ) d О 2 ) cos v - r.p z = . 
о 

Повернём ось цилиндра А из плоскости zx на про
извольный угол r.p, больший 90°. За тем при помощи 
нониуса е ставим раму на 270°. Ведя указатель G от 
нижнего края барабана вертикально вверх на высоту, 

равную ~ , нулевое деление цилиндра А пройдёт путь 
sin' б " 

2 
в направлении, ноторое я о означу стрелнои ~ • 

Затем, поставив цилиндр В, т. е. нониус е, на . 0° 
нружна С г опуская указатель G с прежней его высо
ты вниз до крал барабана, нуль цилиндра А пройдёт 

в противоположную сторон у ~ путь со; ' , где под cos rp 

разумеется его абсолютная величина. Таким образом 
путь, пройденный нулём цилиндра А, будет равен 
-cos ~ + sin rp ... 

2 
, и этот -путь проиден в направлениц _. , 

если cos rp > sin r.p. Не изменяя положения нуля на ци
линдре А и не изменяя положения цилиндра В, поведём 
указатель G по параболе от точки L до z, соответству
ющего углу r.p. Нуль цилиндра А опишет путь, равный 
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: 

интегралу ~ cos (v-<p) dz в сторону стрелки~. Если 
о 

в рез~льтате этих операций нуль цилиндра А вернётся 
в свое начальное положение, угол r.p и соответственное z 
будут искомыми величинами, удовлетворяющими усло
вию max. или min. выражения /. 

В описанном интеграторе, имеющем интерес только 
теоретический, нижний цилиндр А может быть заменён 
линейкой, движущейся на нолёсиках по рельсам, при
:креплённым « кружну С. Перемещения нуля линейки 
будут давать интегралы А и В; отыскание max. и min. 
величины 1 подчиняется тому же правилу, как и в слу
чае двух цилиндров. 

31* 



ОБЩЕЕ. ВЫРАЖЕНИЕ ТЕРМОДИНА~ЧЕСКОГО 
ПОТЕНЦИАЛА 1) 

ПЕРВАЯ ФОРМУЛА 

Известны две фуннции и: их производные, посредством 
ноторых термодинамина стремится выразить величины, 

харантеризующие состояние теJ1, и изменения этих ве

личин. 

Пусть для неноторого беснонечно малого изменения 
мы имеем, в механичесних единицах: 

dQ - :количество тепла, доставленное телу; 
dw -работа, переданная телом во внешнюю среду; 
dU - увеличение внутренней энергии; 
S - энтропия; 
р, v, Т-давление, объём и абсолютная температура 

тела. 

1) Статья была напечатана в Bulletin de la Societe lmpe
riale des Naturalistes de Moscou, 1894. 

Приводимые фуннции Н = ST - U и Н' = ST - U - pv 
были впервые введены Massieu, см. Journal de Physique (1), 6, 
р. 216, 1877. Величины - Н и -Н' Дюгем назвал термодина
мичесними потенциалами при постоянном объёме и при посто
янном давлении; см. Duheл, Le potentiel thermodynaшique, 
Paris, 1886. Гельмгольц называет величину- Н свободной энер
гией, см. Ges. Abhandl., 2, р. 968, 1883. При помощи термодина
мичеених потенциалов очень просто, посредством дифференци
рования, получаются выражения для энергии, энтропии, ноэф
фициентов расширения и сжатия, тепло()мности и т. д. 

Работа Н. А. 'Умова имеет целью дать более об1цее выра
жение для термодинамичесного потенциала, частными случа

ями иоторого являются фуннции Н и Н'. (Прим. ред.) 
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Вышеупомянутые фуннции будут: 

H=ST-U, 

Н' = ST - U - pv. 

(1) 

(2) 

Независимые перемеННЬiе, принятые обычно для пер
вой -фуннции, будут Т и v, для второй -Т и р. Само 
собой разумеется, что формулы, выведенные при помо
щи уназанпых фуннций, теряют силу при других пред
положениях относительно независимых переменных. 

Функция Н, еели не считать знана, тождественна, 
с аналитичесной точни зрения, с фуннцией, введённой 
Гельмгольцем для выражения свободной энергии систе
мы тел. Однано в различных задачах ноординаты р и v 
могут оназаться нелостаточными для определения состо

яния тела; нроме того, эти ноличества, вообще говоря, 
апалитичесни отличны от ноличеств S и Т. Поэтому 
лишь :взыснание симметричной, в отношении значения 

членов, формулы может привести R более общему вы
ражению для термодинамичесного потенциала. 

В самом деле, до сих пор был введён интегрирую
щий множитель лишь для ноличества dQ: 

dQ=TdS. (3) 

Однано у нас фигурирует ещё один неполный дифферен
чиал; именно dw; в случае неноторых двух независимых 
переменных х и у мы вводим интегрирующий множи-

~ 
телъ Т , полагая 

dw =6 dZ. (4) 

~1ножители Т и 6 будут неноторыми фуннциями от 
переменных х и у. Первый принцип механичесной тео
рии тепла даёт: 

O=dИ-TdS + 6dZ. 

Мы выбираем симметричную фуннцию 

Ф == U-TS + 6Z. 
Это и будет термодинамичесний потенциал. 

(5) 

(I) 
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В самом деле, напишем полный дифференциал от Ф; 

dФ = dU-TdS + edZ-SdT + ZdO, 

отнуда, в силу уравнения (5), 

dФ= -SdT+Zdб. 

Однано dФ - это полный дифференциал; следовательно, 
рассматривая Т и в нак независимые переменные, бу
дем иметь: 

дФ -S=--
ат' 

дФ Z=-. 
ае 

(11) 

Вставляя .эти выражения в уравнение (1), получим соот
ношение, определяющее энергию U: 

дФ дФ 
Ф = и +тат+ о ае . (111) 

Потенциал - Н' (2) представляет частный случай 
от ф при dw = р dv, отнуда е = р и z = v. 
П римеиеиие к задаче из области теории электри

чества. Пусть V dM - работа, соверmённая внешними 
силами для увеличения заряда nроводнина, имеющего 

потенциал V, на ноличество положительного элентри
чества dM. В этом случае dw = V dM, откуда, сравни
вая с (4), 6= -V и Z=M. 

Функция U -Т S представляет потенциальную энер
гию, соответствующую полностью превращённой работе; 

1 
мы МОi-Бем поэтому ПОЛОi-RИТЬ и - т s = 2 v м (см. тан-
же формулу (27) ). 

Уравнение (1) даёт: 

1 1 
Ф=-VM-VM= --VM. 2 2 (6) 

Пусть 

М =2cV, (7) 

где с - количество, независимое от V, но зависящее от Т. 
Будем иметь: 

(8) 
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Соотношение (111) принимает вид: 
де 

-cV2= U-T ат V2-V · 2Vc, 

от нуда 

U =cV2 +т :~, V2
• (9) 

В связи с рассматриваемой задачей мы обращаем 
внимание, что принцип свободной энергии Гельмгольца 
даёт тот же результат лишь при условии, если рас
сматривать ноличество элентричества М в начестве 
независимой переменной, нан это подчернивает проф. 
П. А. Ненрасов в своей работе I). 

В этом слvчае мы пишем: 
" 

1 м2 
F=U-TS=~VM=-. 

2 4с 

Уравнение Гельмгольца 
дF 

И===F-Т
ат 

сводится н уравнению: 

U = м2 + Т м2 де 
4с 4с2 ат 

-формула, тождественная с формулой (9). 

(10) 

(11) 

Уравнение (111) предуназывает те переменные, :кото
рые следует употреблять. Каковы бы ни были незави
симые переменные х и у, уравнения Т = f (х, у) 
и ~ =; (х, у) должны быть решены в отношении х и у, 
и последние должны быть внесены в выражение для Ф. 

ВТОРАЯ ФОРМУЛА 

Если соотношение (4) не годится для выражения 
совершённой телом работы, энергия И не может быть 
выражена посредством термодинамичесного потенциала 

и его производных. 

1) П. А. Не н рас о в, Термодинамика и элентричество, 
Моснва, 1894, стр. 19. 
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Пусть 

dw = Р dx + R dy + L dz + ... , ( 12) 

где х, у, z, ... - это п независимых переменных. Не

которые из :коэффициентов Р, R, L могут отсутство
вать в формуле. Образуем выражение 

F = U-TS. (13) 

Полный дифференциал будет: 

dF =dИ -Т dS-SdT. 

Но, согласно первому принципу термодинамики, 

dU -Т dS = -(Pdx + R dy+ L dz + ... ); 
следовательно, 

dF= -SdT-(Pdx+Rdy+Ldz+ .. . ). 

Иначе говоря, 

dF = -( S :; + Р) dx - ( S: + R) dy - ... 

Получаем таним оGразом: 

aF = _ 8 ат_р 
ах ах ' 
aF = -Sат -R 
ау ау ' 
. . . . . . . . . 

(14) 

Возьмём теперь в начестве независимых переменных 

температуру т и п - 1 произвольных переменных е 1' 

е 2 , ••• , Еп-t; предположим, что все ноличества выраже
ны в этой новой системе переменных. Помножим урав-

ах ау az 
пения ( 14) на ат , ат , ат и тан далее и сложим их: 

aF (Рах ау az ) 
ат = - 8 - ат + R ат + L ат + · · · ' (15) 

или символически 

aF _ -S- (aw) 
ат- ат · (16) 



ОБЩЕЕ ВЫРАЖЕНИЕ ТЕРМОДИНАМИЧЕСНОГО ПОТЕНЦИАЛА 489 

Вставляя в уравнение (13) значение -S, получим: 

F = U + Т :~ + Т с;;) . (IV) 

В частном случае, ногда одна из переменных 
х, у, z, ... , например у, есть не что иное, нан Т, ура
внение (IV) принимает форму: 

дF 
F=U+Taт+TR. (17) 

Это соотношение мы находим в цитированной рабо
те проф. П. Неирасова (стр. 21); оно было выведено 
В. Натансоном 1). 

Применим уравнение (IV) и рассмотренной выше 
проблеме из области теории элеитричества. Одна из 
переменных будет Т; та-и нан выбор другой произволен, 
мы оставляем её неопределённой. Поснольну 

F=cV2 , dw= -2V(cdV + Vdc), 
уравнение (IV) принимает вид: 

V2 - U Т сас v2 2V av ) 2VT ( av V ас) с - + ат + ат с - с ат -t- ат ' 
отнуда, после приведения, 

U = cV2 + тv2 :~ . (18) 

Эта формула тождественна с формулой (9). Беря 
в начестве второй независимой переменной М, получаем 

для члена с:;) нулевое значение, а для величины 
[Т - выражение ( 1 О). 

ФОРМУЛА RЛАУЗИУСА 2) 

Rлаузиус даёт соотношение, позволя1ощее вычислить 
внутреннюю энергию И в случае любых переменных; 
в частности, ног да одна из этих переменных - это Т, 
формула Rлаузиуса совпадает с уравнением ( 17). 

1) «0 тер1\1одинамичесних потенциалах», Zeits f. phys. Che
mie, Вс1.. Х, 1892, р. 733, форVJулы (57) и (77). 

2) См. Abhandlungen, 1867. Аьt. 11, стр. 51 и ел. 
(Прим. ред.) 
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Обозначая независимые переменные через х и у, 
полагаем: 

dw == Р dx + R dy. (19) 

Выражаем: 

dИ=(т :;-P)dx+(т::-R)dy, 

dS=; (:~+P)dx+; с:~ +R)dy. 
Это - полные дифференциалы; приходим :к следующей 
системе формул: 

Е _ ат as _ат as 
хи - ау ах ах ау ' 

Е' _агаи_атаи 
ху - ау ах ах ау ' 
Е _аР _ав 

ху -ау ах ' 

1 
1 
i 

, ат ат 
ТЕху-Еху = Р-~ -R -а • J dy х 

(20) 

Возьмём в :качестве независимой переменной Т, 
полагая Т =у. Будем тогда иметь: 

, (ар aR) Е хи = т ат - ах - Р, 

И=~ Е~тdх+ф(Т), 

S= ~ Exтdx+f (Т). 

(21) 

(22) 

(23) 

Выражения для S и: И и последняя из формул (20) 
дают нам фуннцию 

F = U - Т S = - ~ Р dx + ф (Т). (24) 

Вставляя значение Е~у из уравнения (21) и F из урав
нения (24) в уравнение (22) и объединяя произвольные 
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функции от Т под знаком функции И, получаем: 

U=T а~ОРах)- ~ Pdx-RT, (25) 

дF U =F-T- -RT. (26) 
ат 

Последняя формула тождественна с формулой ( 17). 
Обращаясь к нашей задаче из области теории элентри

чества, получаем, поснольку с- это фуннция лишь Т: 

dw= -2V [caw dx+ (с~+ V 8с)ат] 
дх дТ дТ 

следовательно, 

F= - ~ Pdx=2 ~ Vc~: dx=cV2, (27) 

и мы приходим н уже полученному выше результату. 

Таним образом, уравнение (22) RJiayзиyca представ
ляет более общее соотношение, нежели то, которое 
было найдено много лет спустя многими другими 
почтенными авторами. 

Цитированная выше статья В. Натансона представ
ляет в ряде отношений не что иное, нан обобщение 
анализа Rлаузиуса. 



-----------------.~ ...... -~~.-а&--~·-----------------~ 

ЕДИНООБРАЗНЫЙ ВЫВОД ПРЕОБРАЗОВАНИЙ, 
СОВМЕСТНЫХ С ПРИНЦИПОМ . 

ОТНОСИТЕЛЬНОСТИ 1) 

1. Общее замечание. Преобразование, составляющее 
главный предмет теории относительности, это - преобра
зование Г. А. Лорентца. Вывод его основывается 
на неиоторой совонупности допущений и рассуждений, 
ноторые не вытенают сами собой из одного единствен
ного положения, но, нан нажется, связаны между собой 
остроумием исследователя. По сравнению с простотой 
преобразования вывод его представляется слитном 
громоздиим. Кроме того, этот вывод не даёт нинаких 
опорных пуннтов для обсуждения положения, занимаемо
го лорентцовым преобразованием в ряду других возмож
ных преобразований, и не поназывает uутей, ноторые 
могли бы повести и новым преобразованиям. Обычно 
употребляемые рассуждения пригодны снорее для разъ
яснения лорентцова преобразования, чем для вывода его. 

Эти мысли побудили меня выработать единообразный 
метод, ноторый, исходя лишь из одного положения, 
приводит и общему описанию преобразований, совмест
ных с принципом относительности. 

2. Определение и задача. Вообразим себе в прост
ранстве два мира, находящихся в наном-нибудь нине
матичесном отношении друг н другу. 

1) Статья впервые была напечатана в Phys. Zeits., 1910. 
(Прим. ред.) 
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а) Миры называются эквивалентными, если явления 
одного и щго же рода следуют в обоих одним и тем же 
законам. 

Ь) Две точки этих миров, в которых рассматриваемое 
явление -происходит одинаковым образом, называются 
соответствен,н,ыми. 

с) Задача состоит в разыскании уравнений, связы
вающих переменные пространства и времени соответ

ственных точек. 

Чтобы решить поставленную нами себе задачу, мы 
должны выбрать то явлени;е природы, ноторое будет 
основным при нашем исследовании. Из всех явлений 
природы мы выберем, ввиду его всеобщности, волно
образное движение. 

Пусть переменные пространс'rва и времени, опреде
ляющие однозначным образом некоторую точку, будут 

t ' ' 1 t' для первого мира х, у, z, , для второго - х , у , z , . 
Мы цримем, что х, у, z представляют пря~оуголь

ные пространственные координаты, что iHe касается 

х', у', z', то относительно их я не делаю наперёд 
никакого соглашения. 

Рассматриваемое явление характеризуется некоторой 
функцией ф, которая, выраженная в первый раз в х, у, 
z, t, во второй раз- в х', у', z', t', в двух физически 
изотропных и эквивалентных мирах должна удовлетво

рять одним и тем же по форме дифференциальным 
уравнениям 2-го порядка с частными производными: 

1 
1 

(1; 

J 

Rоэффициент ro означает постоянную скорость рас
пространения волн в обоих мирах. 

Эта скорость не должна непременно равняться спо
рости света. Задачу относительности можно поставить 
для различных явлений. Например, мы можем вообразить 
себе в покоящемся весомом теце, частицы которого 
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находятся в нолебании, некоторую движущуюся систему 
отсчёта вместе с наблюдателем и можем поставить 
вопрос об отношениях, существующих между . :коорди
натами пространства и времени соответственных точен 

обоих этих миров. 
Изложенные здесь попятил представляют единствен

ную основу нижеследующей теории; дальнейшие рас
суждения сводятся лишь к производству математичесних 

вынладок. 

3. Решение задачи. Назовем через и одну из пере
менных пространства и времени первого мира, и вообразим 

себе, что фуwция ~ выражена в переменных второго 
мира. Мы имеем: 

до/ а~ дх' а~ ду' дif дz' а~ дt' 
ди = дх' аи + ду' аи + дz' аи + дt' ди • 

По этому образцу мы образуем и вторые производ-
аз11 

вые auz • Подобный вывод при и = t составляет первую 

часть следующего выражения, получающегося путём 
подстановни вторых производных по t, х, у, z в первое 
иэ уравнений (1). В этом выражении я пользуюсь двумя 
знанами суммы: 

и танже званом 

д а: . · а~ + а1 
1 = дх2 -t- ауз дz2 ·• 

Мы получаем: 

д2 тf сах') 2 ~if_ (ду')2 а2 ! caz' )2 а21 (дt') 2 
ах' 2 дt + ду' 2 дt + дz' 2 дt + дt' 2 дt + 

дif д2х' дf д2у' а~ д2z' a:f a2t' д2:[J дх' ду' 

+ дх' дt2 + ду' дt2 + дz' дt2 + дt' at2 + 2 дх' ау' дt ai· + 
д2 -f дх' дz' д2 jJ ду' дz' д2 :[1 ах' дt' 

+ 2 дх'дz' дt дt + 2 дz'ду' дt дt + 2 дх'дi' at дt + 
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дlф дУ.' дt' а2о/ дz' дt' { д2 ~ ( сах')2 
+ 2 ду' дt' Тt 7it + 2 az' at' 7it дt = w

2 дх' 2 ~ дх + 

+ :;t. ~ с~: у + ::У. ~ с:у + ::r. ~с;: )2 + :~, дх' + 

+ до/ д ' + д~ Лz' + д~ дt' + 2 82о/ ~ дх' ду' + 
ду' у дz' дt' дх' ду' ~ ах дх 

д2~ ~ дх' дz' 2 a2 :;i ~ ду' дz' 
+ 2 дх'дz' kJ ах дх + дz'ду' ~ дх дх + 

д2 -jJ дх' дt' 

+ 2
ax'at' ~ах дх + 

+2 ~--+2--~--a2:V ду' дt' д2 о/ дz' дt'} 
ду' дt' ~ дх дх дz' дt' ~ ах дх • 

Это уравнение должно быть тождественно со вто
рым из уравнений (I). Поэтому в нём должны остаться 

a2-v 
лишь производные 2-го порядка формы ди2 , и коэффи-

циенты их должны удовлетворять известным условиям. 

дЧJ д21JI 
Rоэффициенты производных формы ди и ди дv должны 

равняться О. Таким путём мы получим следующие 
дифференциальные уравненця преобразования: 

(0
2 ~са:~ У-са:: У =Ш2 ~ са::У-С~У = 

=ш2 ~(~~у-с::у =002 [ с::')2-ш2 к:~)2]. (11) 

azx' 
-=ш2Лх' 
at2 ' 

д2 • z 2д , 
дt2 = (!) z ' 

а2 ' 
_J!_ =ш2ду' 
дt2 ' 

д2t' = 2Дt' 
дt2 (t) • 

_! дх' дJL _ ~ дх' ду' l 
ю2 дt дt - ~ дх дх ' 

1 ду' дz' ~ ду' дz' 
(1)2 Тt дt = ~ дх дх ' } 

1 1 дх' дz' _ ~ дх' дz' 
(1)2 дt дt - ~ дх дх • J 

(111) 

(IV) 
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1 ах' at' ~ ах' at' ) ---= ---
w2 at at ах ах ' 
_!_ ау~ at' - "'1 ду' дt' l 
w2 at at - ~ ах ах ' 

1
( 

1 дz'at'_""' az'at' 
(1)2 at at - kJ ах ах . J 

(\Т) 

Интегралы этой системы дифференциальных уравне
ний представляют описание преобразований, совместимых 
с принципом относительности. MoiRHO танже рассматри
вать х', у', z', t' нан фуниции промежуточных координат 
х1 , у 1 , z1, описывающих данное относительное движение ,.. . 
оооих миров, и ввести соответственно с этим в приве-

- ах' ах1 
денные выше условия производные -а и таи далее, -а 

Х1 Х 

и т. д. 

4. Ограничения. Лорентцово преобразование. Мы 
могли бы получить лорентцово преобразование из общих 
уравнений (II) - (V), введя промежуточные координаты. 

Но мы воспользуемся другим методом. Просте:йшее 
пр~еобразование соответствует тому СЛ}Чаю, ногда лишь 
одна пространственная ноордината х' зависит от вре..:. 
мени t', и временная ноордпната t' зависит лишь 
от одной пространственной ноординаты х. 

Положим, что 

ду' 
at =0, 

дz.' -=0 at ' 
at' 
-~О 
ау - ' 

at' --0 az - . (1) 

Мы должны, нроме того, ввести условия, опреде-
' ' ' t' ляющие взаимные отношения переменных х , у , z , и 

х, у, z, t. Пусть отношения эти даются указанием, что 
вообще 

ах' 

ах ' 
ау' 

ау ' 
az' 
az ' 

at' 
'-

at 
(2) 

отличны от ну11я. Мы имеем тогда из уравнений (V): 

1 ах' at' ах' at' 
w2 at at == ах ах ' 

ау' at' 
ахах==О, 

az' at' - -=0. 
ах ах 

(3) 
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дt' 
Тан нан дх отлично от 

ду' 
-=0 
дх ' 

нуля, то мы получаем: 

дz' 
дх =0. 

Уравнения (4) принимают вид: 

(4) 

(5) 

д ' дz' Иснлючения ау и -а , :которые, согласно (2), отлич-
у z 

ны от нуля, приводят и соотношению: 

[(ах' )2 сдх' )2] ду' дz' =о. 
ду + дz дz ду (6) 

Это уравнение может быть удовлетворено трояним 
образом. Для нонечного результата безразлично, наноii 
из трёх множителей уравнения (6) мы приравняем 

а ' нулю. Если мы примем h, =0, то мы получим из (5), 

ввиду условий (2), ещё новые условия. Все вместе 
могут быть выражены следующим образом: 

ду' 
-=0 
дz ' 

дz' 
-=0 
ду ' 

дх' 
дz =0, 

дх' 
ау= о. (7) 

Мы, следовательно, приходим и занлючению, что 

x'=f1 (t,x), y'=f<J(y), z'=f3 (z), t':r:::f4(t,x), (8) 

где f есть знак не:котороi'r фуннции. 
Уравнения (11) ц (111) принимают теперь вид: 

w2 с:: )2- с 8:е') 
2 

= w2 са:;) 
2 

= w2 ( ::') 

2 

= 

= ш2 [ ( a;;y-w2 с~:у]' (9) 
а2х' а2х' д'Ч' д2t' ()2у' ()2z' 
at2 = ш2 ах2 ' iJt2 = ro2 ах2 ' iJy2 =О, д::.2 =О. (10) 

32 р. А. У.1~ОВ 
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Допустим, что при у=- О, z =О и у'= О, z' ==О; 
otSa последних уравнения ( 10) и среднее из уравнений 
(9) дадут: 

z' = ~z, (VI) 

где ~ есть неноторая постоянная. 
Уравнения (9) дают тогда: 

2 сдх')2 сдх')2 2i:J2 
(.t) дх - дt = (.IJ р ' 

с:~')2- ш2 с:~у = ~2. 
(11) 

Дифференцируя первое из этих уравнений сперва 
по х, затем по t и принимая во внимание первое из 

уравнений ( 10), мы получим: 

2 дх' д 
2х' дх' а2х' 

ш дх дх2 - дt дt дх ==О, 
дх' д2х' дх' д2х' 
------=О 
дх дх дt дt дх2 • 

(12) 

дх' 
Помножим последнее из этих уравнений на 

дt ' 
дх' 

а первое - на дх и слоrним. Мы получим: 

[ 
ro2 сах' 1 2 -cax')2J а2х' ==о. 

fJx ) дt дх2 ( 13) 

Тан иак первыii множитель по ( 11) не равен нулю, 
то, принимая во nнимание первые пз уравнений (10) 
и ( 12)' мы получим: 

д2х' а2х' а2.т' 
дх2 =0, дt2 =0, дtдх=О. (14) 

Рассматрпвая аналогичным образом второе из урав
нениi'1 ( 11), мы получим: 

д'Ч' 
[)х2 =0, (15) 

Интегрируя уравнения ( 14) и ( 15) прп допущении, что 
если t =О, х =О n t' ==О, х' =О, мы получим: 

x'='-(x-rt), t'=a 1t+a.2x, (1С)) 
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где х, v, сх 1 , сх2 представляют постоянные. Введя эти 
аначения в первое из уравнений (3), мы получим: 

1 
(.(2 = - 2 СХ1 V • ( 1 7) 

(.1) 

Введя их в уравнение (11), мы получим: 

СХ2 ( ro2 - v2) == ш2~2 == a.i ( щ2 - 1;2)' ( 18) 

отнуда имеем: 

(1 1 
(VII) СХ1=а., 

~ -v v2 • 
1--

шl 

Мы получаем, следовательно, лорентцово преобразо
вание: 

x'=cx(x-vt), у' ==~у, z' = ~z; 1 
1 

t'=~{t-!?_x) а 1 
1= • 

J 
(L) 

(1)2 ' v v2 1--
(1)2 

х1 = х - dt представляет проме1нуточную ноординату. 

5. Замечания. В то время нан х, у, z означают 
прямоугольные и прямолинейные ноординаты, х', у', z' 
могут вообще оназаться нриволинейными. Существо, 
:которое бы жило в подобном мире и :которое ввиду 
ограниченности сnоих ощущений могло бы измерять 
лишь беснонечно малые отрезни, считало бы подобные 
ноnрдинаты прямолинейными. 
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УСЛО~111Я IIНВАРИАНТНОСТИ УРАВНЕНИЯ 

волны 

В предыдущей статье я установил общие отношения 
мел-\ду двумя системами пространственно-временных 

t ' ' ' t' б переменных х, у, z, и х , у , z , , о условливающие 
инвариантность уравнения волны при преобразовании 

одной системы в другую. Отношения эти допусиа1от 
весьма простое истолкование, которое мы и изложим 

здесь. 

Обозначим через ш постоянную снорость распро

странения волны и введем вместо переменных времени 

t и t' новые переменные 't и t", Rоторые связаны 

с первыми следующими отношениями: 

где i=V-1. 

't=iшt, 

юt' =::: it", 
( 1) 
'(2) 

Оставим за с~вrволом д пренп1ее значение опера
тора Лапласа по переменным спстемы без значнов 
и введём спм:вол hj длн суммы :квадратов первых 
производных Баноii-нпбудь переменно!~ велпчпны си
стемы со значка:\Iп по пере~1енным системы без значнов. 
В такоl\I случае уравнения преобразования (ll)- (V) 
предыдущей статьи принимают следующий вид: 

ll 2 _ /z 2 _ }· 2 _ }; 2 
1 - 2 - l-3 - -4, 

jx' = Лу', = Лz' = 4t" =О, 

(I) 

(I 1) 
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и шесть уравнений вида: 

ди . av аи . дv + ди . av + ди . дv = О. ( I I I) 
дх ах +ау ау дz az а: d1. 

где и, v обозначают две наних-нибудь пз переменных 

х'' у'' z'' t". 
Чтобы понять простым образом этn формулы, мы 

ограничимся обычным случаем трёх из~1ерениii. Для 
этого мы положим z = z' и получим: 

h2 -h 2 -h 2 -1 (3) 1- 2- 4- ' 

Лх' = Лу' = дt" =О, (4) 

дх' ду' дх' ду' дх' ду' l 
ах ах + ау ау + с;;- а-. =О' 
дх' дt" , дх' дt" дх' дt" \.. 
ах ах--т ау ау-+ д: а" =0, f (5) 

ду' дt" ду' дt" ду' дt" 1 
ахах+ауау+а" а-с==О. J 

Уравнения (4) и (5) представляют не что иное, 
нак уравнения преобразования прямоугольной системы 
ноординат х, у, 't в нриволпнейную, ортогональную 
и трёхнратно :изотермичесную систему, тан называемые 

термометрические параметры ноторой (по Ламе) пред
ставлены переменными х', у', t''. 

Известно, что в случае нриволинеi'~но:lI системы 
ноординат имеют место уравнения следующего вида: 

a.!!l 
л ' h h l h~h4 Х = 1 211 4 дх' И Т. д. · 

Мы видим, что ввиду условиii (3) уравненпл (4) 
удовлетворяются то1ндественным образом. 

Но вопрос мол\но рассмотреть и с дpyroii точни 
зрения. х', у', t" представляют потенциалы трёх распре
делений масс, действующих по занону Rулона, поверх
ности равного потенциала ноторых пересенаются под 

прямым углом и из ноторых наждое дает силовое поле 

одноi'I и той же постоянной интенсивности:. 
Задача имеет одно единственное решение: х', у', t" 

суть потенциалы трёх неограниченных, перпенди1'уляр-
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пых друг и другу плосностей, понрытых массами посто
янной плотности. Это решение есть лорентц-эйнштей
ново преобразование. 

Обозначим через f.!., v, у неноторые постоянные 

и получим: 

х' =- r.t 1 х + ·; iY + У 1-r , 

у'= ~-2Х + V2Y + Y2't, 

t'' = 1-'-зХ + VзУ + Уз't· 
Формулы (3) и (5) дают: 

(6) 

?i + vi + Yi = 1 (3 уравнения), } 

r-it-'2 -t- V1'J2 + У1У2 =О (3 уравнения). (
7
) 

Но мы мо1-кем nоJ101-кить: 

f'-2 = У2 =О, V2=1. 

В таном случае уqловия (7) дают: 

V3 =О, f.'-з = "(1, r-11 = - Уз= v· 1-yi. 
Если мы положим 

отнуда 

1- ~,2 - 1 
, i -- v2 ' 

1--
(\) 2 

и примем во вримание (1) и (2), то мы получим урав
нения: 

x-vt 
х' = ------====== ' 

/ v2 
~/ 1 - (-1)2 

' у :::::= у' z' = z, 

t' = v- 1 ~.- (t - ~. х) ' 
1--

(.\)2 



ВОЗМОЖНЫЙ С~IЫСЛ ТЕОРИИ КВАНТ1) 

1 

Неудачи, постигшие попытни вывести заноны излу
чения и удельных теплот, исходя из мансвеллова рас

пределения энергии в системе моленул или осцилляторов, 

привели, нан известно, Планна н его гипотезе нвант. 
Но причина этих неудач осталась невыясненной, и, пана 
не воспоследует соответственное объяснение, нельзя счи

тать гипотезу квант единственной разрешающей задачу. 
Важность вопроса побуждает меня высназа ть здесь ту 
точну зрения, которая может нак объяснить бесплодность 
прежних попытон, так и уназать тот путь, который ... 
приводит к принятым в настоящее время наунои зано-

нам, исходя и в тесной, не формальной, связи с максвел
ловым распределением энергии и минуя гипотезу излу

чения порциями или нвантами. 

В основной форму11е _удельной теплоты при постоян
ном объёме 

(1) 

где Т есть абсолютная температура, величина И пред-
ставляет энергию неупорядоченных движений, существ)
ющих в системе. Эта величина U является определяю
щей и самый занон излучения. 

1) Статья была напечатана в «Вестнике опытной физики и 
элементарней математики», 1913 г. (При".,,,. ред.) 
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Вся задача сводится н нахоiндени:ю вида этой функ
ции И. I\пнетическая теорпя, исходя из заЕона распре
деления энергии по l\1Ia1-\cneл.1y, даёт для вычнсления 
атомных или моле.hулярных теплот выражение 

И== !LRT, 
2 (2) 

где q есть число степенеii свободы и R - газовая посто
янная. Пользуясь этим выражением, мы получаем 3аRо
ны, не согласные с опытом. Планк даёт другое выраже
ние для И, приводящее и законам, согласным с опытом, 

и тан RaR остаётся невыясненной причина негодности 
формулы (2), то для энергии неупорядоченных движений 
системы все-тани остаются два не согласуемые между 

собо11 вида. 
Противоречия исчезнут, если мы будем иснать опре

деления не абсолютного, а относительного неупорядочен
ного движения. 

Ногда система нагревается, она получает тепло от 
неноторого физичесного агента; Rогда она излучает, тот 
же агент уносит её теплоту. Всё дело заключается в 
том, нание двиiнени:я системы будут по отношению н 
этому агенту иметь значение неупорядоченных и упоря

доченных? Разграничение таких движений, зависящее 
от соотношения между своiiстnами агента и свойствами 
материи, не должно и не :может совпадать с тем, ното

рое прои.~водится нашпм разумом на основании установ

ленных им натегориii движений. Становясь на таную 
точку зрения, гипотеза нnант получает совершенно иной 

смысл, и в основу рассуi--~;доний моJ-нот быть положено 
мансвеллово распределение энергии. 

Отношение агента н упорядоченным движениям элен · 
тричеснпх индивидов, состаnляющпх :матерпю, является 

вполне опредс:~ённым ура внен:ияип э:~еr~тромагнитного 

ПGля. Но его отношенпе н неупорядоченным движениям 
этих индпвпдов ещё не установлено. 

" 
А priori очевпдно, что нсупоря;:~:очепные двпженпя 

системы не должны of язательно действовать на агента, 
её прониRающего, на:к таRовые, во всей своей совонуп-
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ности. В зависимости от свойств и связей агента дей
ствие на него неупорядоченных движений в общем 
случае разложится на две части: неупорядоченную (п) 
и упорядоченную (у). 

Таним образом, энергия е моленулы или осциллятора 
системы по отношению :к агенту представится суммой 
двух членов: 

е=п+у. (3) 

Упорядоченная часть, по са~1ому своему смыелу, 
должна быть одинановой для всех моленул и представ
ляться непрерывной фуннциеi'1 температуры. Неупорядо-

~ v 

ченная же часть n оудет меняться от однои моленулы 
н друrой и вместе со временем для одной и той же 
моле:кулы. 

Для всей энергии системы мы получим выражение: 

E=~n+Ny, (4) 

где N есть число моленул. По смыслу энергии И в 
выражении ( 1), нан энергии неупорядоченных движений, 
применяя третью ансиому Ньютона и взаимодействию 
системы и агента, мы имеем: 

(5) 

Свойства агента будем представлять ненотороi'1 мо
делью, именно свойствами некоторого манометра. Неуда
чи попытон нинематичесной теории объясняются, нан 
увидим далее, тем, что в и~ основе лежит ото.1ндест

вление агента с самым грубым манометром, определяю
щим давление газа, неспособного воспринимать импульсы 
отдельных групп моленул, а толь:ко всей их совонуп
нрсти, определяемой: пределами энергп{1 О и оо. Для 
таного манометра, нак будет поназано, ~ll =О, и в 
формулу (1) вместо [J встав:тялась энергия не неупоря-

v 

доченных движении, а упорядоченных. 

Други~1 нраi'Iним типом :манометра, обладающим 
нрайней чувствительноетью, является демон Мансвелла, 
способный воспринимать импульсы отдельных моленул. 
Для него у =О и е = н,. -
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Между этими нрайними типами могут быть вставле
ны манометры, чувствительность ноторых определяется 

способностью воспринимать группы импульсов, энергии 

ноторых лежат между пределами: произвольным Е и 
другим Е + е, где величину ~ мы будем считать пона 

._. ._. ~ 1 
определяемои природои манометра и дрооь Е" - мерою 

его чувствительности. Для обынновенного манометра 
е = оо и чувствительность равна О; для демона Мансвел
ла ~=О и чувствительность бесконечно велина. Н 
займусь выяснением свойств манометров общего типа. 

2 

Вынладни, приводимые ниже, не занлючают в себе 
ничего нового: они имеются в статьях Нернста, 3ом
мерфельда, Планна, Эйнштейна и др. Но они сномби
нированы в ином освещении, решающем вопрос методой, 
отличной от той, ноторая установлена гипотезой нвант. 

ОграниЧимся рассмотрением грамм-мо11е:кулы, инди
виды :которой обладают двумя степенями свободы. Рас
пределение энергий пусть следует занону Максвелла. 
Мы имеем: 

AkT = 1. (6) 

Здесь dN есть число индивидов, обладающих энергией 
R 

в пределах между Е и Е + dE, k = N , N есть число 

Авогадро. Пгедполагаем, что манометр способен воспри
нимать и . подсчитывать импульсы групп индивидов, 

определяемых пределами несомых ими энергий Е и Е + Е, 
где г есть постоянная. Обозначим через iVi число инди
видов, энергия которых лежит мел<ду пределами Ei и 
Ei + г. 

Мы имеем: 

(7) 
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Средняя энергия в этой группе будет: 

Ei+s 

~;=~1 ~- EdN=E1+kT- _ее: • (8) 
Е; ekT _ i 

Таним образом, наш манометр выделит из неупоря
доченных движений системы неупорядоченну~ часть Е;, 
меняющуюся с временем и от одной моленулы н другой, 
и упорядоченную, остающуюся одинановой для всех 
моленул. Обозначая последнюю через р, мы получим 
очевидное неравенство: 

s 
у= р = kT - s < е. (9) 

ekT - 1 

Эту величину можно представить ещё в таном виде: 

kT 
у= р = kT - 1 s t s 2 • (1) 

1 + 2 kT + 6 ( kT ) + ... 

Найдем ещё для всей системы энергию относитель
ных неупорядоченных движений, т. е. 

U = ~NiEi. (10) 
Мы имеем: 

со 

~ Е dN = ljN;E1 + Nv. (11) 
о 

Отсюда по равенствам (6) и (9), обозначая через U 
среднюю энерги10 относительных неупорядоченных дви

жений, найдём: 

от нуда 

s 
И=---, 

е 

А 

kT = И + kT - е с. (12) 
ekT -1 

или 
kT 

U = _1_Е __ 1 _(_Е_)2-- · (ll) 
1 + 2 kT + 6 kT + ... 
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Это есть формула Планна. Исномое 

[J = lvU. 

Величина е определяется гппотезоii Планна: 

г = li'I, 

(13) 

(III) 

где /i есть известная универсальная постоянная, а v 
,.., ·-· 

есть число естественных нолеоании молонулы в сенунду. 

Рассмотрим ваши выражения подробнее. Для мано-
.., 

метра первого типа, сnо:иства :которого отождествлялись 

в существующих работах со свойствами агента, мы имеем 
.з = оо и, с'огласно равенствам (I), (ll), (III), 

Для др)ТОГО 
з=О и 

И=О и И==О, 

" 
нраинего типа, демона ~1ансвелла, 

U == kT и И = N kT, V=O. 

Этот тип соответствует беснонечно длинным волнам, 
и тольно для них пмеет смысл подстановна величины 

NkT, равной RT, в формулу (1). 
IIpи абсолютном нуле мы имеем: 

Т=О, у= р =0, 

Для всех проме1:куточных значений е, ле1нащих меiR
ду О и ос, ве.личины у и U определяются формула~пI 
(I), (11), (lll), и для q степеней свободы 

U-==J_Л7U. 
2 

Д:1я твердого тела прп q = 6 получаем формулу 
Планна: 

lп 

[Т = ЗR -ll_Yk __ 

f! hT _ i 
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Танп:м образом, теорпя :квант п пзлученпя порцпями, 
замена маRсвелловсного распреде:1онпя энергпi'~ план
:ковсним устраняются следующей гипотезой: 

Эфир обладает разли'Чnой сrпепенью 'Чувспzвителы-tо
сти по отношению 1l неупорядочеnnым движениям ма
териальnых систем. 

Эта чувствuтелъnостъ зависит оп~ числа е~тествеn
nых полебаний .молекул систе.мы и представллеrпсн, 

величиnой h
1 

, где h есть постояnnая, аависяшая от 
v ' 

свойств эфира и потому универсалъная, а v естъ число 
есrпествеnпых колебапий молекулы системы. 

Универсадьностъ постоянной h получает естествен
ное объяснение. 

Москва. 
Декабрь 1913г. 





И.А.УМОВ 

Очери редаиmора 

* 
Примечания редаиmора 
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НИКОЛАR АЛЕКСЕЕВИЧ Y~IOB 1) 
1846-1915 

Н. А. Умов-один из тех деятелей науни, ноторые 
гармонично сочетают в себе богатство научных идей и 
беснорыстное, преданное служение своему отечеству. 
Память о таних учёных остаётся навени в летописях 
народа. 

~1основсний университет моiнет гордиться тем, что 
Н. А. Умов принадлежит танiне н длинной веренице его 
талантливых профессоров, прославившихся размером 
положенного труда, ценностью посеянных идей и оста
вавшихся всю жизнь чистыми в своих душевных по

буждениях. А. Г. Столетов, П. Н. Лебедев, Н. Е. Жу
ковсний, С. А. Чаплыгин-вот норифеи, ноторые своими 
трудами в области физино-математичеених наун про
славили на весь мир Мосновснпй университет. R ним 
принадлежит и бессмертное имя первого руссного фи
зина-теоретина Н. А. Умова. 

Н. А. Умов представлял собой тот тип теоретина, 
1-\оторый мог не толь но ма тема тичесни оформ:rять физи
чесние идеи, но и был способен чувствовать фант; умел 
ставить тонние физичесние опыты, умел питать и сдер
живать свою научную фантазию фантами природы. 

Он был далён от абст.рантных, формальных теоре
тичесних построений. Он любил опыты и н ним посто-

.... '-' 

явно возвращался в своеи научнои деяте:rьностп. 

1) Очерк написан А. С. П ред в од и т с левы :м. 

33 Н. А. Умов 
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В опыте, произведённом даже в грубой и примитивной 
обстановне, он ис:ка:r вдохновения и пищи для размышле
нпi'1. Н. А. Умов .tнил и работал в та:кую эпоху царс:кой 
России, ногда трудно было иметь хорошо оснащённую 
лабораторию. До нонца своей .tнизни он таи и не имел 
таной лаборатории. 

Царсное правите:~ьство смотрело во все глаза на 
Запад и не считаJ10 возмо.tнным, что среди русс:кого на
рода найдутся деятели науни, способные соревноваться 
с учёными Запада. О строительстве физичесних инсти
тутов и лабораторий не помышлялось. Господство
вала отвратительная тенденция - ввозить все из-за 

границы, даже науну. Вся э:кономи:ка и хозяй
ство страны строились на рабсном труде руссного 
му.tнпна. Немудрено поэтому, что отечественные та-.. 
ланты лп1лп в тя.tнелых ус;~овиях, не признавались и 

на до.ilгпе годы забывались на своей родине. 
Об Н. А. Умове знали и знают гораздо меньше, чем 

он заслужил. Харантерным является следующий фант. 
В широно известном многотомном нурсе физини 
проф. О. Д. Хвольсона, где приняты во внимание работы 
да.tне третьестепенных иностранных учёных, имя 
Н. А. Умова отсутствует. Автор нурса совершенно 

._, 
не сделал ниhаних уназании на основные результаты, 

добытые исследованиями нашего замечательного сооте
чественника. Передовые идеи Н. А. Умова, опередив
шие зарубе.tнную науну, не могли быть восприняты и не 
были восприняты в силу рабсного пре:Клонения перед 
нулыурой Запада. 

Вторая по:товина 19-го вена ознаменовалась нруп
нейшими открытиями. Р. l\1айер и Гельмгольц закре
пили занон сохранения энергии, задолго до этого пред

восхищенныii генпальным руссним учёным М. В. Ло
моносовым. Фарадей и l\1аксвелл заложили основы 
учения об э:~ентромагнитном поле, нашедшего впослед
ствии блестящее подтверждение в :иснусных энспери
ментах П. Н. Лебедева и А. А. Эйхенвальда и впервые 
получившего сво~ прантичесное применение в трудах 
А. С. Попова. 
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Именно в эту эпоху Н. А. Умов выступил на арену 
иан глашатай новых идей. Он провозгласил новые 
понятия о движении энергии и её плотности. Он уста
новил замечательный ло своей плодотворности занон, 
согласно :которому потон энергии и её плотность связаны 
единым уравнением. Этот занон почти ceiiчac же после 
оnублинования обратил на себя внимание зарубежных 
учёных. И всноре его идеи были подхвачены и развиты 
в применении н элентромагнитному полю. 

· Честь отнрытия Н. А. Умова нан учёного и опре
деления истинного места его в истории развития науни 

принадлежит Советсному Союзу, где науна поставлена 
в· столь благоприятное положение. 

Н. А. Умов по снладу своего мышления был учё
ным, любившим широние обобщения, но при этом он 
не отрывался от действительности. У же в своих первых 
теоретичесних работах он обнаружил необычцйную си
лу этого :качества своего ума. 

В работе, посвящённой термомеханичес:ким явле
ниям, Н. А. Умов впервые осмелился· ввести в науну 
весьма плодотворное понятие -понятие тепловых напр я-... 
жении. 

Это позволило ему объединить теории упругости 
и теплопроводности, основанные на различных прин

ципах, в одну теорию, поноящуюся на едином прин

ципе-заноне сохранения энергии. 

У :казанное исследование столь богато содержанием, 
что может повести и современных учёных по пути новых 

изыснаний. Почти без особых дополнений основные 
положения этого исследования могут быть перенесены 
в гидродинамину неизотермичесних течений. Проблема 
анализа неизотермичесних течений с точни зрения еди
ного уравнения, внлючающего и явления теплопровод-.. 
ности, стоит еще на очереди. 

У назанные :качества Н. А. У мова нан первонлас
сного теоретина с особой силой сназались в двух других 
гениальных его работах, посвящённых геомагнетизму. 

На протяжении долгих лет учёные не могли рас
нрыть физичесного содержания в рядах Гаусса, н ното-

33* 
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рым пришёл германский математик, разлагая по сфе
рическим функциям элементы земного магнетизма. 
Впрочем, и сам Гаусс, повидимому, был далёк от фи
зической интерпретации своих рядов. Быть может, имен
но он побудил всех последующих исследователей рас
сматривать эти ряды как интерполяционные формулы. 

Толы~о Н. А ... Умову, обладавшему помимо физи
чесного чутья еще изумительным геометричесним чуть

ем, удалось раснрыть истинный смысл разложений 
Гаусса. Эти работы ещё ждут своего продолжателя. 

Все перечисленные теоретические произведения 
Н. А. Ум~ва занимают почётное место среди других 
принципиальных исследований, составляющих целые 
разделы физики. Почему же ни одно из этих произве
дений не развивалось им самим последовательно в те
чение многих лет, а появлялось, нак метеор на чёрном 

небе ночи? По нашему мнению, причина лежит в свой
ствах харантера Н. А. У:м:ова. 

Если бы его выдающиеся исследования находили 
сразу отклик, а не сопротивление или глухое молчание, 

то, надо думать, он нашёл бы в себе силы для их разви
тия. Не обладая достаточной настойчивостью, Н. А. Умов 
не вёл борьбу за развитие каждой своей идеи. Поэтому 
его внутренняя экспансия находила выход в разнооб
разии научных тем и в бурном проявлении его фило
софских и общественных устремлений. 

Н. А. Умов-большой общественнин, педагог и 
философ. 

В 1897 г., после кончины президента Московсного 
общества испытателей природы Ф. А. Слудсного, 
Н. А. Умов единодушно избирается президентом этого 
общества. Неи:з:менные перевыборы, по истечении поло
женных трёх лет, длились до самой его смерти. 

На годпчных и очередных заседаниях Общества ис
пытателеii природы Н. А. Умов прочёл ряд речей и 
докладов; например: «Памяти Гельмгольца», «0 жид
ном воздухе», «l\fатерия по современным физичесним 
учениям)> и другие. Все речи и донлады Н. А. Умова 
отличались большой художественностью по форме и 
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богатством содержания. I\аждый раз они встречалисJ.. 
аудиторией с большим подъёмом. 

Но особенно большой интерес со стороны мосиоn
сиих натуралистов вызвало его сообщение «Приложение 
математики и теории эволюции и и определению расти

тельных форм». Это сообщение относилось и 1898 году. 
В нём Н. А. Умов излагал, с одной стороны, неко
торые методы исследования биологических явлений, 
данные Гальтоном и Пирсоном; с другой стороны, 
остановился на возможности применения гармониче

ского анализа н определению форм листьев растений. 
В конце 19-го вена в русском обществе усипенно 

началось обсуждение недостатков среднего школьного 
образования и необходимости реформы. Голос обще
ственности прозвучал столь громко, что министерство 

просвещения вынуждено было создать при Мосиов
сном учебном округе Rомиссию по вопросу о мерах 

._. 

и лучшеи постановке преподавания в мужских 

гимназиях. Подномиссия по физике возглавлялась 
Н. А. Умовым. Результатом работы этой подномиссии 
явилось: мнение о подготовне преподаватеJ1ей физики 
для мужских гимназий; мнение об общей постановне 
преподавания физини в иругу других науи; проент 
программы физики для илассичесних гимназий; спи
сан обязательных физических демонстраций; объяс
нительная записка и программе преподавания физи
ки; списан необходимых приборов. Значительная доля 
этих «мнений)> принадлежит перу Н. А. У мова. 

Его влияние на учебное дело в средней шиоле ска
залось и в другом направлении. В 1898 г. при Мос
иовсиом университете группой учредителей, среди 
ноторых значился и Н. А. Умов, было организовано 
Педагогическое общество. В этом обществе Н. А. Умов 
состоял товарищем председателя, выполняя одновре

менно обязанности председателя отделения физино
математичесних науи. Rогда в 1902 г. председатель 
общества проф. П. Г. Виноградов выехал в Англи10, 
Н. А. Умов был избран вместо него председателем 
общества. 
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Н. А. Умов особенно много потрудился для Педагоги
ческого общества в 1899 г. В это время был созван съезд 
преподавателей физико-химических наук. Н. А. Умов .. 
выступал на нем с донладами, принимал деятельное 

участие в дискуссиях по вопросам преподавания; 

устроил выставку :книг научного содержания из личной 
библиотеки; организова:~ в университете вместе со 
своим ассистентом И. Ф. Усагиным выставку физиче
ских приборов, причём оформил её таи, что каждый 
посещавший её имел возможность сам производить 
опыты и демонстрировать заноны природы. При 
этом Н. А. Умов не щадил ни времени, ни труда при 
объяснении нолленции выстав:~енных демонстрацион
ных приборов (см. автобиографию). 

В нонце 1901 г. в Петербурге состоялся XI съезд рус
ских естествоиспытателе~~ и врачей. На первом общем 
собрании Н. А. Умов прочёл блестящую речь на тему 
((Физико-механическая модель 1кивой материи» . Эта речь 
вызвала живой отнлин среди тогдашней интеллиген
ции; по поводу неё спорили и печатали статьи в газетах. 

Н. А. Умов обрушился на виталистичесние учения; 
он указывал, что эти учения ставят предел дальнейшему 
мышлению о процессах в организованной материи; 
он находил, что необходимый признан живой материи 
есть стройность, т. е. таное качество, ноторое и для 

мёртвой материи является не невозможным, а лишь 
маловероятным. 

В 1902 г. Н. А. Умов стал во главе новой культурной 
организации. Приват-доцент Московского универси
тета Г. Н. Рахманов предоставил свои средства для 
издания научно-популярного .1нурнала, получившего 

название «l-Iаучное слово)>. Редактором этого жур
нала сделался Н. А. Умов. Постоянными сотруднинами 

его были Нлючевсниi'r, Сергей Трубецной, Сеченов и 
l\fечнинов. Сам Н. А. Умов в этом журнале напечатал 
ряд статей выдающегося мастерства: «Значение опыт
ных наук», «Недоразумения в понимании природы», 
«12 января 1905 годю>, «Эволюция атомю>, «Из ~стории 
союза науки и технини» и др. 
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Однако этот замечательный журнал просущество
вал всего три года. Он не добился успеха в пуб:~иnе п 
закрылся, принесши большие убытки его зачинателям. 

В 1909 г. мы видим Н. А. Умова деяте:~ьным помощ
ни:ком одного из замечательных людей руссного наро
да. Х. С. Леденцов пожертвовал два ми:т:~иона pyб:ieiI 
на организацию Общества содействия успехам опыт
ных наук и их практических применений. Впоспедст
вии это общество получило имя своего основателя. 
Н. А. Умов выдвинул мысль: объединить в этом обще
стве представителей естественных наук, техники и ши
роких кругов общества и поставить общество под по
кровительство двух старейших и обширнейших на
учно-учебных учреждений-Московского университета 
и Высшего технического училища. 

Он составил проект устава этого Общества и напра
вил Х. С. Леденцова к тогдашнему директору Тех
нического училища проф. С. А. Фёдорову, который 
принял самое живое участие в осуществлении благо
родного просветительного дела. В этом обществе 
Н. А. -Умов занял должность товарища председателя и no 
существу являлся истолнователем заветов учредителя 

общества Х. С. Леденцова после его смерти. Благодаря 
Умову четырёхчленный девиз Х. С. Леденцова «науна
труд-любовь-довольство» сыграл значительную ро7!ь 
в создававшихся традициях Общества. Н. А. Умов 
написал замечательную записку для пояснения того, что 

надо разуметь под термином «довольство». В этой 
записке он исходит из понятия о довольстве, как о 

таком душевном настроении, когда даётся полнота ;~ич
ного участия человека в добыче и производстве наци
ональных богатств; только в этом случае для трудя
щегося работа превращается из тяжёпой повинности: 
в нравственную обязанность. Поэтому выдающейся гра
жданской заслугой является всякое изобретение пли 
усовершенствование, увеличивающее производитель

ность труда. Именно таким изобретениям Общество 
имени Х. С. Леденцова должно было уделять особое 
внимание. 
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Переходя к формам, в :которые должна вылить
ся д~ятельность Общества, Н. А. Умов наметил 
создание ряда номиссий, ноторые должны решать сле
дующие задачи: 1) знаномить ремесленнинов и про
изводителей с научными основами их ремесла или 
производства; 2) знаномить их с тем местом, наное 
принадлежит разрабатываемой ими отрасли в общей 
системе технини и народного хозяйства; 3) знаномить 
их с историей их ремесла или производства; 4) зпано
мить их с природой и :качеством важных для них :ма· 
териалов, со способом производства и сбыта. 

И. А. Умов, нан антивнейший деятель Общества, 
по разным поводам с большой любовью и горячим уча
стием останавливался на судьбе талантов, выходящих 
из народа и не имеющих возможности развернуть 

свои дарования. 

Его усилиями Общество имени Х. С. Леденцова 
сыграло в своё время выдающуюся роль в деле разви ... 
тин науни и распространения научных знаний в нашей 
стране. 

В 1911 г., :когда царсний министр просвещения пре
словутый Нассо посягнул на автономию Мосновсного 
университета и вынудил выйти в отставну рентора 
Мануйлова, прорентора 1\1ензбира и помощнина рен
тора l\1Iинакова, профессора университета в знан про
теста решили покинуть университет вместе со своим 

выборным ренторатом. 
В числе ушедших из университета были знаменитые 

физини: П. Н. Лебедев, А. А. Эйхенвальд и Н. А. Умов. 
Особенно трагично сложилась обстановна для 

первого. 

П. Н. Лебедев н этому времени создал в :tvlоснов
сном университете обширную шнолу физинов. У него 
работали: П. П. Лазарев, В. И. Романов, А. Р. Иолли,. 
Т. П. Нраnсц, А. R. Тимирязев, А. Б. 1\'1лодзеевсний" 
И. А. Rапцов, Н. И. Щодро, Н. Е. Успенсний, 
В. Н. А рнадьев и из бо:~се молодого поноленин: 
С. И. Вавилов, Б. В. Илъ1JJI,, IC А. Леонтьев и многие 
лругие. 
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Возпинал вопрос: нан организовать дальнейшую 
работу, где приютить эту плеяду молодых физинов ... 
энспериментаторов? 

Общество имени Х. С. Леденцова пришло на по ... 
мощь: для П. Н. Лебедева и его ученинов в частном 
доме в :Мёртвом переулне была организована новая 
лаборатория. Этот ант Общества дал возможность не 
умереть mноле П. Н. Лебедева, а развиться в мощное, 
mироно разветвлённое дерево. 

В связи с уназанными событиями 1911 г. Н. А. Умов 
напечатал в газете «Руссние ведомости» статью под за
головком «Насущная потребность». В этой статье он 
развивал идею о необходимости создания высшего 

научного учреждения, не имеющего официального ха
рантера - «Вольной анадемии». 

Н. А. Умов сделал и ещё ряд ноннретных внладов 
в предприятия и труды Общества. Очень много труда 
он вложил в дело организации и ведение «Временнина» 
Общества, редантором ноторого он состоял до самой 
нончины. Им составлялись для этого печатного орга
на обзоры деятельности Общества, переводились на 
французсний язын резюме статей, помещавшихся во 
«Временнине», составлялись научные «Приложения» 
н «Временнину» и т. д. 

Неоднонратно в этом журнале Н. А. Умов высту
пал и нак автор статей. Здесь он напечатал, например, 
свои статьи: «Действие различных веществ на фото
графичесную пластинну», <{Задачи технини в связи с 
истощением энергии на земле» и т. д. 

Работа в Обществе имени Х. С. Леденцова была 
лебединой песнью Н. А. Умова в сфере его обществен
ной деятельности. Здесь с особой силой прозвучала 
его любовь н народу. 

Преподавательсная деятельность Н. А. Умова про
.должалась 22 года в О дессном и 18 лет в :rviос:ковсном 
~университетах. Ленции Н. А. Умова были полны яр
·них образов и стояли на уровне современной науни. 
На его ленции стенались не тольно студенты физино
.катем:атиче_сиого фану~ътета, по JI дрrгих фануд1'Те· 
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тов; многие жаждали услышать вдохновенное слово 

велиного уч ёного. 
Н. А. Умов любил сопровождать свои лекции 

демонстрациями; подбирал их с большим тантом и про
стотой; он ниногда не стремился затемнять суть дела 
эффентами, действующими на воображение, отвлена
ющими внимание от предмета. 

В Одессном университете он впервые организовал 
физичесний прантинум. 

Мосновсний университет обязан Н. А. Умову стро
ительством Физичесного института. Умов составил 
специальную записну, в ноторой доназывал, что та
:кая страна, нан Россия, должна стать на путь строи
тельства институтов, способных развивать естествен
ные науки. 

Во время своих летних поездон за границу он по
дробно изучил устройство ряда физичесних институтов 
~апада. Весной 1897 г. он составил проент устройства 
Физичесного института в Мосновсном университете. 
Разработна плана строительства и наблюдение за по
стройной отнимали много времени и сил у Н. А. Умова. 

Rан видим, Н. А. Умов не был теоретином, «витаn
шим в эмпиреях», он все время «ходил по земле», 

сея свет, знание и любовь и науне. 
По своим философсним воззрениям Н. А. Умов был 

материалистом. В начале своей деятельности он был 
убеждённым нартезианцем и написал ряд восторженных 
·статей по поводу философии Денарта. Однано с раз
витием физичесних знаний, с момента отнрытия элек-

.., 
·тромагнитнои природы света, отнрытия элентрона 

и теории :квант, Умов отходит от указанного философ
ского направления, ноторое стремилось все физиче
чесни:е явления объяснить с позиций нлассической 
механики. 

Н. А. Умов защищает идею о познаваемости явле
ний природы. Он ведёт усиленную пропаганду о необ
ходимости иметь гипотезы в науне, однано таного рода, 

нтrорые спос,ооствуют дальнейшему познанию приро
;ды" Гипот~зц, занрывающие путь н такому познанию, 
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как, например, гипотеза о жизненной силе (витализм), 
должны быть безоговорочно отвергнуты. «Из всех ги
потез, -говорит Н. А. Умов, -ноторые могут быть 
оставлены для известной группы явлений, выбирайте 
ту, которая не пресекает дальнейшего мышления об 
исследуемых вещах». 

Н. А. Умов во всех своих научных работах и попу
лярных статьях является энергичным поборником ги
потезы о близкодействии. Он решительно отвергал 
гипотезу о мгновенном дальнодействии и не мыслил 
действия тел или зарядов друг на друга без посредства 
промежуточной среды, заполняющей пространство. Он 
боролся против метафизического понятия силы и стре
мился объяснить его движением так называемых скры
тых масс, т. е. таких масс, представления о которых 

составляются нами на основании «силовых» воздействий. 
В природе нет потенциальной энергии. <~Образованию 
потенциальной энергии,-говорит Умов в одной из 
своих работ, -соответствует определённое количество 
живой силы, перешедшей с движений частиц одной 
среды на бесконечно малые движения частиц других 
сред, не подлежащих нашему наблюдению». И далее: 
«Из этого основного положения непосредственно сле
дует, что возможность образования потенциальной 
энергии обусловливается присутствием в явлении по 

.... .... 
нраинеи мере двух сред». 

Особенностью мировоззрения Н. А. У мова, которая 
резко выделяла его философское «кредо» среди совре
менников, надо считать идею развития, резкое отри

цание догматической науки. Это помогало ему итти 
в ногу с развитием науки, правильно оценивать пер

спективу её прогресса. В статье «Памяти !\лерка Макс
велла», опубликованной в 1888 г., Н. А. резко крити
кует положение l\!Iансвелла о неизменности молекул 
и атомов. Основываясь на периодической системе 
Д. И. l\!Iенделеева, он защищает мысль об эволюции ато
мов. Периодическая система элементов, -писал он, -
говорит в пользу общности и их происхождения и в поль
зу их родс.тва. Таким образом, отпадает один из выш~-
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приведённых аргументов Максвелла -химический атом 
есть тоже микрокосмос. Такое определение устраняет 
необходимость гипотезы о неделимости атомов, устра

няет лишнюю преграду человеческому мышлению, за-
u и 

меняя непонятныи термин идее и. 

Н. А. Умов со всей страстностью своего красноре
чия выступал против застоя в науке, косности и пугли

вости мысли. «Смелость мысли - характерная черта 
современной науки... Физические науки не знают 
страха перед мыслью»,-часто говаривал он. 

На протяжении своей долгой научной деятельности 
Н. А. Умову :Пришлось пережить существенные пере
вороты в развитии физических теорий. Появление элек
тромагнитной теории вызвало переполох среди физи
ков; появление электронной теории, теории относитель
ности и, наконец, теории квант усугубило это замеша
тельство. Появ~1лись философские высказывания о 
бан:кротстве науки, о непознаваемости явлений при
роды. Бесконечная вера в науку и в силу человече
ского разума спасли Н. А. У мова от крайнего науч
ного скептицизма. По поводу теории относительности 
Н. А. Умов писал: «В новых воззрениях мир является 
благодаря ограничению в своих сноростях несравненно 

более реальным, и познание, уходя с поверхности 
вещей и явлений в их глубину, зовёт нас к исканию 

и 

основ реальнои механики». 

И далее: «Классическая механика, не знающая пре
делов для скоростей движения материи, является той 
абстракцпей, тем отвлечением, которое и в других 

областях уносит ум человека за пределы реальности. 

Не может быть более речи о механистическом мировоз
зрении на прежних условиях». 

Н. А. Умов совершенно чётко и ясно высказывал 
свои взгляды и на методы исследования физических 
явлений. l\1етод моделей и аналогий, метод математи
ческого анализа количественных отношений природы -
каждому из них он отдавал должное. Умов не рассмат
ривал механические модели и аналогии, ка:к адэкват

ное отображение соответствующих явлений. Он не был 
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последователем английсной mнолы механистов во гла
ве с В. Томсоном (лорд Нельвин). Для него метод :моде,.. 
лей и аналогий имел лишь эвристичесное значение, 
позволяющее использовать в творчесном анте нашу 

способность мыслить наглядными образами. 
Он писал: «Остроумные воображаемые или действи

тельно построенные модели, своими зубчатнами, бло
«ами, ремнями и проч. воспроизводящие даже элентри

чесний эфир, конечно, не имеют ничего общего с ме
ханичесни:м или нартезиансним мировоззрениями. Они 
дают для построения теорий сложный и своеобразный 
символ, устанавливающий с:и;мволичесною речью соот
ношения между величинами, подлежащими наблюде
нию ... ». 

Но наряду с методом моделей и аналогий, исполь
зуемым при анализе физичесних явлений, Н. А "Умов 
считал необходимым применять метод математиче
с:кого анализа. По его мнению, изображение явлений 
системой дифференциальных уравнений есть не менее 
сильное орудие в рассмотрении наших знаний о при
роде. В статье ((Современное состояние физичес:ких 
теорий» он говорит: «Физичесное объяснение может 
занлючаться лишь в том, что последовательность двух 

явлений представляется нан необходимое следствие 
неноторого верховного «общего» за нона. Таи нан из 
таного верховного занона должны быть извленаемы 
логичесние следствия, то он должен быть изображаем 
математичесни: применение математини, ноторая долж

на во всеоружии находиться в служении познаванию 

природы, охраняет точность и строгость выводов и со

единяет наибольшую продунтивность мысли с наиболь
шей энономией умственной работы». 

· О дна но он предостерегает от нрайнего увлечения 
математичесним анализом, часто приводящим н сугу

бому формализму, ноторый уже в силу этого может 
стать тормозом для развития науни. Именно в этом смы
сле он упренает французсного математина Пуаннаре, 
у ноторого часто математичесная струнна понрывает 

и отстраняет натуралистичесную. Все эти :мысли при-
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вели Н. А. Умова к постановке одноtо из существенных 
вопросов теории познания, именно -вопроса о соот

ношении относительной и абсолютной истины. Ставя 
вопрос о достоверности, о непреложности научных 

теорий и гипотез, Умов отмечал, что они являются 
только ступенями беснонечного приближения к истине. 

Н. А. Умов был решительным врагом фетишизации 
тех или иных теорий. «Орудие научной мысли, рабо
тающей на пути иснания истины, -говорит он, -обоюдо
острое: создавая новое или останавливаясь на старом~ 

оно непрестанно испытывает их своими лезвиями. На
учные системы Падают; но, разрушаясь, они не исче

зают бесследно: на их обломнах строятся теории более 
совершенные и долговечные». По его мнению, осно
вой для теории является опыт. Поэтому он настойчиво 
советует учёным «не делить между собою теории и опы
та, помня, что их нераздельное соединение есть необ

ходимое условие широного служения естествознанию». 

Тановы в основном теоретико-познавательные и ме
тодологические установни нашего великого соотече

ственника. До конца дней своих он боролся за есте-
.... 

ственно-научныи материализм, за рациональное «на-

туралистичесное» миропонимание. Он был на пути 
к восприятию диалектического материализма. Только не
знакомство с этим учением не позволило ему вклю

читься в ряды поборников за самое прогрессивное 
мировоззрение, ставящее одной из своих основных за
дач преобразование отношений между людьми и при
родой в интересах всего человечества. 
· Необходимо отметить ещё одну особенность миро
воззрения Н. А. У мова. Он посвятил много статей и 
различных высназываниii общим вопросам морали. 

Высназывания Н. А. Умова по вопросам морали 
содержат много ценных идей, но в целом они были на
ивны и ошибочны. В частности, способы достижения 
человечесного благополучия, ноторые он рекомендовал, 
не имели под собой научной базы и не носили револю
ционного характера. Умов надеялся на естественную 
эволюцию духовных сил человека. 



Н. А. УМОВ (1846-1915) 527 

Духовный облин Н. А. Умова формировался в эпо
ху, ногда ма рнсизм толь но завоёвывал позиции на 
почве прантичесной революционной деятельности и 
ногда руссная интеллигенция находилась на пути 

иснаний. 
Дарования Н. А. Умова были иснлючительны. На

учными, философсними и публицистичесними статьями .., 
он не исчерпывал своих духовных возможностеи. 

В 1890 г. он написал пятиантовую историчесную драму 
под заглавием «Misericordia)). События этой драмы от
носятся и 1453 г. Драма написана очень образным язы
ком и затрагивает много философсних вопросов. 

Пристрастие Н. А. Умова и изящным иснусствам 
сназалось танже и в его любви писать пейзажи с на
туры. При этом он стремился нан можно ближе воспро
извести природу и по форме и по нолориту. Физии 
и художнин в этих случаях шли рядом, способствуя 
друг другу. 

Последние годы своей жизни Н. А. Умов быстро 
дряхлел физически; он ясно это видел и больно пере
живал. В интимных разговорах с родными он жало
вался на приближение старости и смерти. Временами 
он жаловался на те или иные болезненные явления, но 
не умел лечиться. Будучи от природы нрепного здо
ровья, он верил в свои силы и редно прибегал и вра
чебной помощи. Чаще всего лечился по своему усмот
рению. В сентябре 1914 г. ему сделалось худо. Потре
бовалось врачебное вмешательство. Однано он сноро 
справился со своим недомоганием и вновь принялся 

за научные работы вопрени предписанному режиму. 
В :конце ноября он перенёс сильнейший припадон 

и слёг в постель. П рипадон повторился вновь, и в ночь 
с 14 на 15 января 1915 г. Н. А. Умова не стало. Он умер 
69 лет от роду. 

17 января 1915 г. Н. А. Умова похоронили на Ва
ганьновсном :кладбище, недалено от могилы его друга 
И. М. Сеченова, умершего девятью годами раньше. 

Танов был сын руссного народа, велиний патриот, 
служитель науни, добра и красоты. 
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1 

Работа Н. А. У М()Ва «3аь:опы 1~о:с:~аннii n неогра
ниченной среде постоянпой упруго~тн» Gыла его первой 
научно:f1 работой. Она напечатана в «~\lатематпчесном 
сборнине» в ~1арге 1870 г. Проб:1ема нолебаннii в неогра 
ниченной среде постаnлена Умоnым no uceii своей шп
роте и разобрана с большим изяществом и глубиной. 
Результаты работы не устарели н по сие время. Своим 

u •• 

идеиным содержанием и приемамп исследования опа мо-.. 
жет еще и должна 01~азать влпяппе на развитие науки. 

В настоящее время одной из существенных про
блем молеку:~ярной физики является построение теории 
тепловых явлений в твёрдых и в особенности в жидких 
телах. Всё более ~ более укрепляется в науке ·тот 
взгляд на природу теплоты, по которому тепло рассмат

ривается как ультраакустичесние нолебания, беспо
рядочно распространяющиеся ц аа1дном или твёрдом 
теле. Для уt\репленпя и развития этпх идей цитируе
мая работа Умова прпнесёт несомненную пользу. Не
смотря на восьмидесятилетн1010 давность, мысли, 

развпваеl\fые в нeii, тан сnежи и существенны, что эта 
работа, безуслоnно, мо1нет вьп!ти из прошлого и стать 
в ряды современных работ, 'f ра:ктующпх о пр про де тепла. 

Ещё будучи студентО:\f, }~мов с большим мастер
ством пспользоnа;~ метод t\JН1nо.т1пнейных :коорд:ина т 
Ламе прп расс:\iотреппи но.лебате:1ьпых процессов u 
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неограниченной среде постоянной упругости. Отнеся 
сред~ н таной системе нриволинейных ноордпнат, в но
торои волновая поверхность цредставляет одно из се

мейств ноординатных поверхностей, и приняв за пара
метр этого семейства отрезон луча, Умов до называет, что 
соответственный дифференциальный параметр пер
вого порядна будет равен единице. Таной выбор :коор
динат позволил ему разделить задачи о поперечных 

и продольных нолебаниях в неограничеmrой: среде. Та
ним способом ему удалось получить ряд интересных 
занлючений. Оназывается, в изотропной среде посто
янной упругости все волновые поверхности разделя
ются на три группы, согласно возможности иметь пря

молинейную поляризацию по направлениям линий 
:кривизны. И первой группе относятся сфера ~ нру
глый цилиндр; здесь возможна поляризация по наждой 
из двух линий нривизны. Но второй группе относятся 
волновые поверхности, допуснающие поляризацию по 

одной из двух Jrиний нривизны; сюда относятся все 
поверхности вращения, в ноторых поляризация .может 

иметь место тольно по меридиональной- плосности, но 
не в плосности, и ней перпендинулярной. R третьей 
группе относятся все остальные поверхности, ноторые 

не могут иметь прямолинейной поляризации ни по од-
.ной из линий нривизны. В задаче о продольных ноле
баниях метод -У мова привёл и тем же результатам, н но
торым ранее пришёл llyaccoн иным путём. 

Полученные выводы относительно поперечных но
лебаний в неограниченной среде Н. А. Умов распро
странил на оптичесние явления. Принимая во внимание 
нсноторые дополнительные предположения относитель-

.., 
но своиств среды, ноторая является носителем свето-

вых :колебаний (идеальная упругость, малая плотность 
и т. д.), Умов получает уравнения оптини, совпадаю
щие с уравнениями, ноторые получил Буссинесн. В 
этом нетрудно убед~ться путём преобразования н нри
вопинейным ноординатам дифференциальных уравне
ний Буссинесна, полученных им в его работе «Новая 
теория световых волн» ('1868 г.). 

34* 
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2 

liсследование Н. А. Умова «Теория термомехани
ческих явлений в твёрдых упругих телах» было пред
ставлено им в качестве диссертации на соискание учё

ной степени магистра физино-математичесних наук. 
Публичная защита диссертации прошла весьма ус

пешно. Она состоялась в Мосновсf\ом университете 
в 1872 г. под председательством тогдашнего деRана 
физико-математического факультета известного мате
матика А .. Ю. Давыдова. В своём резюме Давыдов с 
болыпой похвалой отозвался о новой работе молодого 
учёного, который к этому времени получил приглаше
ние занять кафедру математичесной физики в Одессе. 
Проф. Шведов, бывший в то время профессором экспе
риментальной физини в Одессном университете, на за
прос своего факультета высназался в следующих выра
жениях об Н. А. Умове как учёном и о его диссерта-.. ._. 
ции, посвященнои термомеханическим явлениям в 

твёрдых упругих телах. 
« ... Преподаватель таной новой и неустановившейся 

науки, нан математичес:кая физи1~а, должен критиче
ски относиться к её вопросам, большой частью онон
чательно не решённым; вот почему я просил фанультет 
отложить баллотировку до тех пор, пона г. Умов не 
даст мне возможность судить, в какой мере он способен 
обращаться с сырым материалом науки. В настоящее 
время г. Умов решил мои сомнения самым удовлетвори
тельным образом и притом в свою пользу, прислав мне 
подробное содержание своего нового труда-магистер
сной диссертации, представленной в факультет Моснов
сного университета и одобренной последним. Цель 
этого сочинения-связать теорию упругости с механи

ческой теорией тепла. Не ограничиваясь исследованием 
час.тных случаев одинаковой температуры и одинако
вых нормальных давлений и натящений во всём теле, 
чем уже занимались Томсон, Rлаузиус и Цейнер, 
г. 'Умов взглянул на вопрос с возможно общей точки 
зрения: когда температура неравномерно распростра-
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иена во всём теле и последнее испытывает различные 

давления и натяжения в разных частях. В этом случае 
вопрос особенно усложняется, таи нан вследствие те

плопроводности температура различных точен тела из

меняется вместе со временем, и г. Умову пришлось бы 
иметь дело разом с двумя теориями-упругости и те

плопроводности, основанными на различных принципах, 

если бы он не пришел к счастливой мысли связать эти 
теории одним общим принципом. Для этого ему послу
жил известный принцип сохранения энергии. Rак 
нритерий основательности и общности исследований 
г. "Умова может служить то обстоятельство, что из его 
уравнений вытенают нан частные случаи: второй за
но~ механичесной теории теплоты, уравнения равновесия 
твердых упругих тел и уравнение теплопроводностц:. 

Основываясь на таких достоинствах этого труда, 
я пришёл н убеждению, что фанультет наш в лице 
Умова может приобрести не тольно преподавателя, 
способного передать результаты, добытые другими, 
но и специалиста, способного двигать науну вперёд»1). 

Магистерская диссертация Н. А. "У мова интересна 
не тольно с точни зрения чисто теоретичесного иссле

дования; она имеет очень существенное значение и для 

целей прантини. Научиться рассчитывать упругие на
пряжения, вознинающие вследствие неоднородного поля 

температур в теле, - задача, ноторая является нере

шённой, но прантичесни чрезвычайно существенной 
и по сей день. Различные попытни, существующие 
в настоящее время, в основном базируются на урав
нениях Дюамеля и имеют частный харантер. Поста
новна задачи, сделанная Н. А. У мовым, интереснее 
и общее, поэтому она может дать новые ценные резуль
таты для теории и д;~я прантини, если тольно найдёт 
последовате:~я, способного основные идеи этоi't заме
чате;rьной работы приблизить н потребностям и усло
виям настоящего времени. 

1) Отчёт Московсного университета за 1915 г. Стаtьн А. 11. 
Бачинсно:rо «Очерк жизни и трудов Н. А. Умова», 
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Основное содержание данного исследования 
Н. А. Умова на языне современной науни можно 
передать таи. 

В телах, подверженных одновременному механи
чосному и тепловому воздействию, тензор упругости 
можно разложпть на два тензора: тензор :мо:~ену;тярных 

сил упругости и тензор тепловых сил упругостп. ~Iате
матичесни это можно записать следующим образом: 

Р хх Р x'J Р x:z lxx lxy l:rz Рхх PxJ Pxz 
Р~;ж Р11у Pl.z = lyx ly1 lgz РУх PY!l PYz 

Pzx PzJ · p:'Z 1 lzx lz1 lzz Pzx Pzy Pzz 

или символически: 

P=t-p. 

3десь через Р, t и р обозначены, соответственно, 
тензор упругости, тензор тепловых сил упругости 

п тензор моленулярных сил упругости. 

В дальнейшем все рассуждения Н. А. -Умова направ
л~ны н тому, чтобы установить связь уназанных сил 
упругости с тензором деформации: 

~ "' ~ 

""'ХХ ..:.хУ .... xz 

е= гуу 
.... 

~УЖ i:-yz 

==zx Zzy ~ ..... :Z'Z 

Представляя веяное упругое тело нан систему ма
териальных точен, связанных между собой силами мо
ленулярного взаимодействия, Н. А. Умов доназывает, 
что для изотропного тела в первом приближении должна 
существовать линейная зависимость между тензором 
молекулярных сил упругости и тензором деформации, 
а танже между тензором тепловых си.тr упругости и тен

зором деформации; т. е. должны иметь место следую
щие равенства: 

t" = ф (!) [Л1 + k18 + X1ЗnJ, t't = Х1~ (t) г':; 
Рп =у (t) р, + ke + x::n], Pr: = xz~. 
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Здесь индене п символизирует нормальные напряже
ния, а индене 't - на са тельные напряжения. 

Фуннция Ч> (t) зависит определённым образом от на
чального состояния упругого тела, если считать при 

этом, что t есть темпера тура центра тяжести элементар
ного объёма. 

Н. А. Умов даёт следующий вид для этой фуннции, 
если через Р 0 обозначить начальное давление, ноторое 
испытывает тело на своей поверхности: 

Здесь через а1 обозначен ноэффициент линейного рас
ширения тела, а через Ь обозначена величина 

ь _ 3k +" _ Р0 + Л 3k1 + х1 - л л . л . 
1 1 1 

Таним образом, получаются все необходимые величины 
для того, чтобы можно было написать уравнения дви
жения упругого тела. 

Найденные уравнения Н. "А. Умов приложил н не
ноторым ноннретным задачам, в частности н задачам 

Rлаузиуса и В" Томсона. 

3 

Исследование Н. А. Умова «°Уравнения движения 
энергии в телах» явилось результатом двух других 

его исследований, напечатанных в «Математичесном 
сборнине)) за 1873 г. Эти исследования вышли в свет 
под заголовнами: «Теория взаимодействия на расстоя
ниях нонечных и её приложение н выводу элентри
чесних и элентродинамичесних занонов» и «Теория про
стых сред». 

Уназанная работа была представлена Н. А. Vмо
вым в Мосновсниii университет в начестве донторсной 
диссертации. Она вызвала большие споры и резную нри
тину со стороны официальных оцпонентов~ п:рофессо-
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ров А. Г. Столетова и Ф. А. Слудсного. Неофициальный 
оппонент проф. В . .Н. Цингер тоже выступал в реши
тельных тонах против идеи диссертации. Диспут про
должался шесть часов и на всю жизнь оставил у Умова 
неприятное воспоминание. История повторилась: све
i.Rие, необычные взгляды не мог:~и про:~ожить себе 
путь в жизнь без боя. 

В своей диссертации Н. А. У:м:ов развивал идею, что 
потенциальная энергия не может обрааоваться в од
ной простой среде; необходимы по нрайней мере две 
среды, из нотор~х вторая, не поддающаяся непосред

ственному наблюдению (с:крытая среда), принимает 
на себя часть :кинетической энергии и тем самым опре
деляет наши предположения о существовании потен

циальной энергии. «Потенциальная энергия, - говорит 
У моn, - есть не что иное, нан живая сила двиiнений нено
торых сред, неощутимых для нас». С этой точни зре
ния он форму::rирует с ледующпм образом занон сохра
нения энергии: 

«а) веяное изменение в величине живой с.илы обус
ловливается её переходом с частиц одной среды на ча
стицы других сред или же с одних форм движений на 
другие; 

6) определённое :hо:п1чество живой силы остаётся 
себе равным при веяной смене явлений; 

в) ноличество жиnых сил природы неизменно». 
Исходя из этой нонцепции, Умов путём неноторых 

простых допущений о движеиии частиц снрытьiх 
сред поназывает, нан можно придать :количественное 

выражение основным занонам взаимодействия элен
тричесних за рядов, магнитных полюеов, элентричесиих 

тонов и т. д. 

Rинетичееная энергия всегда связана с движущейся 
частицей и находится там, где находится частица. 
Отсюда вознинло понятие о движении энергии. 
И. А. Умов первый из учёных утвердил это понятие 
и широно пропагандировал его, считая, что для любого 
вида энергии возможно ввести понятие о плотност:п 

энерги:р п снорост~ ~е движения, 
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Умов состаnил дифференциальные уравнения дви
жения энергии в твёрдых телах постоянной упругости 
и в жидних телах. Интеграция этих уравнений в раз
личных частных случаях приводит н выводам большой 
принципиальной важности. Применяя свои идеи н рас
пространению волн в упругой среде, Н. А. Умов при
ходит :к утверждению, что энергия целином переносится 

волной от одной точ:ки н другой, и выдвигает следую
щую простую теорему: «Ноличество энергии, прохо
дящее через элемент поверхности тела в единицу вре

мени, равно силе давления или натяжения, действую
щей на этот элемент, умноженной на снорость движе
ния элемента». Нетрудно ·видеть, что эта теорема, по 
сути дела, ничем не отличается от теоремы Мансвелла 
о- световом давлении. В 1881 г. голландсний учёный 
Cri'nwis поназал, что этот «занон У мова» (он его таи 
и называет) можно с успехом применять н толнованию 
явлений соударения упругих тел. 

- Идеи Н. А. Умова, развитые им в его донторсной 
диссертации, оназали серьёзнейшее влияние на даль
нейшее развитие представлений об энергии. Позднее, 
в 1884 г., идеи У мова воспринял и развил английсний 
физии Пойятинг в применении н электромагнитному 
полю. 

Диссертация Н. А. 'Умова о движении энергии 
в телах имеет значение не тольно для истории физи
ни, но она сохраняет свою ценность и по настоящее 

время, нан строго материалистичесное произведение, 

дающее эффентивные метоАЪI разработни динамини нон
тинуума и теории поля. 

Н. А. Умов первый поетавил перед собой задачу по
строить таную общую теорию движения, основанную 
на наиболее общих свойствах материи, в ноторой бы 
не было намёна на сведение одного вида движений 
н другому. Эта задача является наиболее антуальной 
задачей современной науни. R сожалению, тольно 
спустя семьдесят с лишним лет обращено внимзние 
на эту замечательную nопытну выдающегосn рус

ского физика. 
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Лонализуя энергию по uространству, Н. А. Умов 
в то же время ясн<) понимал, что это возможно лишь 

u ри одновременной лонализации материи. 
«При современном развитии естествознания, - го-

._. 

ворит он, -уназанн ои идее постепенности может соот-

вотствова ть тольио представление о последовательной 
передаче движения от одних :м:а териальных частиц дру

г нм, беснонечно н ним близним. Вопрос и· разрешался 
в этом направленип. При этом: свойства промежуточ
ной среды прира впивались обынновенно свойствам 
сред уже исследованных, но самый выбор тех или иных 

'-' 

своиств среды ниногда не определялся на основании 

нан~их-нибудь общих руноводящих начал. Поэтому-то 
су1цествующие в науне объяснения неноторых частных 
форм взаимодействнй и не носят того отпечатна неиз
беir\ности, ноторый желателен для объяснения явлений 
прuроды». 

В этих словах сназаJrась вся глубина мышления 
Н. А. У мова. Он подходил к исследованию явлений при
роды с ясным взг.1ядом на основные теоретино-позна

вательные позиции, которыми должен руководиться 

натуралист. 

Н. А. Умов предложил уравнение движения энер
гии в двух фор~1ах. 

Ес.~1и континуум не содержит источников, то одно 
из этих: уравненнй движения энергии на современном 
ма тема rическом пзыне можно записать тан: 

дЕ . -+ 

7ft +d1v а==О. 

Здесь через Е обозначена плотность энергии, а через 
-+ 
cr - венто р У мо ва. Это уравнение соответствует следую-
щему п0Jrожен11ю, высиазанному Умовым: «Всегда су
ществуют три фуннции crx, ~у, а2 , обладающие тем свой
ством, что сумма из первых производных по осям 

х, у, z даi;т уменьшение плотности энергии в единицу 
времени в данной точке тела». 
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Для среды, облада1ощс:It пос1опнпоii упругостыс, 
вентор Умова имеет с;1едующпй nид: 

-). -+ 

-:; == т it" r; • 
Здесь Tik обозначает тензор упругих напряжений, __,. 
а v обозначает вонтор снорости упругих смещений. 

Для влзноii i-Нидности вонтор -~i:мова изображается 
та:к: 

-+ -+ pv2 -+ 
cr= v т+Tikv. 

Здесь через Т ik обозначен тензор упругих и вязност
ных сил. 

Для идеальной жидности предыдущее выражение 
перепишется тан: 

-+ -+ ( pv2) a=v Р+2· . 

Из этого последнего выражения следует, что вентор 
У мова в идеальной 1-нидности всегда направлен по ли
ниям тона, а это приводит н следующей важной теореме 
гидродинамики идеальной жидности: «Правильно об
тенаемые идеальной жидностью тела не испытывают 
лобового сопротивления». 

Это положение не имеет места для вязной жидности, 
ибо там вентор V мова не совпадает с линиями тона. 

Идеи У мова при подходящем их использовании 
могут послужить основой для разработни методов под-.. .., 
счета гидродинамичесних сопротивлении. 

1-iнтересный пример приложения идей У мова пона
зал профессор Мосновсного университета В. If. Rес
сених. В работе «Вентор Умова и присоединёнпая 
масса»~) названный учёный поназал плодотворность 
метода Умова при решении следующего вопроса: «нан 
лонализована энергия присоединённой массьr в звуно
вом поле и нан её выде;~ить из по;1ной энерг;-~и звуно
вого поля». Весьма простыми рассуждениями задача 
решается до нонца, исходя из уравнений У мова. 

1) Вестник Московсного университета, 1949. 
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Автор :кончает свою работу справедливыми словами: 
«Этими :крат:кими замечаниями мы ограничимся для 
подтверждения тoii мысли, что идеи У мова от:крывают 
неиспользованные ещё возможности построения эф
фе:ктивного аппарата для распространения аналитиче
ских мет()~Ов динамини системы на ~инами«у :контину

ума, - возможности, :которые настоичиво ищет совре

менная физина». 

Поводом :к написанию Н. А. Умовым: трёх замеча
тельных работ по геомагнетизму пос;rужпла до:кторс:кая 
диссертация проф. Э. Леilста, представленная в 1899 г. 
в физино-математичес101ii фанультет l\fосноnсного уни
верситета. Тема дпсссртацип форму:тировалась тан: 
«0 географ1!чесн:о~1 распреде:тенип нормального и ано
мального геом:агнетиз~1а». Фа:культет поручил Умову 
составить рецензпю на работу Э. Лейста. С обычной для 
него тщате:тьностью он пе тольно изучил диссертацию 

Э. Jieiicтa, но и поставил ряд новых вопросов. 
В резу::rьтате nяти:~етнеii работы Умова науна о 

земнои магнетпзме обогатилась двумя в высшей сте
пени важными работами, а именно: 

1. «Опыт исследования магнитных образов земного 
магнетизма». 

2. «Гiостроение геометричес:кого образа потенциала 
Гаусса -кан прпём изыскания за:конов земного магне
тизма». 

Основой для этих работ пос:тужила теория Гаусса 
пли, вернее, 24 мёртвых, э:мпиричесни определяемых 
ноэффициента раз:~ожения потенциала земного магне

тизма в ряд по сферическим фуннциям. С течением 
времопи глубоное теоретическое значение этих ноэф
фициентов было забыто, и гауссово разложение потен
циала земного магнетизма было сведено до простой 
интерполяционной формулы. Вместо того чтобы иснать 
физичеснпй rмыс:r главных 1-\оэффициентов разложе
ния, стреми:тись вычислnть высшие члены потенциала 
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для получения более полной согласованности формулы 
Гаусса с действительным распределением земного маг
нетизма. Адамс, например, вычислил 48 коэффициентов, 
а Фритше-63, но и это усилие не спасло положения, 
и последний из названных учёных признал, что прибав
ление членов с шаровыми функциями даже седьмого 
порядна не даёт нужной точности. 

В работе У:иова ноэффициенты Гаусса ожили, 
им придан был нужный физический и геометрический 
смысл. Сопоставляя геометрические свойства сфериче
ских фуннций с известными фантами о географичесном 
распределении земного магнетизма, Н. А. Умов пришёл 
к выводу, что не все ноэффициенты разложения потен
циала Гаусса по сферическим функциям имеют одина
ковое значение: некоторые И3 них объединяются в за
конченные группы и образуют таи называемые глав
ные магнитные типы; другие представJ1лют лишь допол

нение R главным типам, уточняют географическое 
распределение земного магнетизма, даваемое ноэффи
циента:ми, относящимися н главным магнитным типам. 

Все 24 гауссовых коэффициента Умов свёл R четы-.. 
рем главным типам и тем самым в запутанную картину 

эмпирических соотношений, касающихся распределения 
земного магнетизма, внёс необходимую ясность и науч
ную обоснованность. 

Всё это явилось результатом тонкого понимания 
гео:иетричесних свойств сферических фунпций. 

Сферические функции представляют coбoii геомет
рический образ, имеющий некоторые оси, которые 
позволяют получить крайне ·простые полярные уравне
ния для линий равного потенциала. 

Например в случае сферических функций 2-го по
рядна подобное уравнение выражается условием, что 
произведение косинусов углов радиус-вектора точ:ки 

кривой с осями сферичес:кой функции есть величина 
постоянная для одной и той же линии. Вместе с тем 
Н. А. Умов подметил, что обнаруживается существо
вание некоторой связи между положением этих линий, 
осей, а также связанных с ними некоторых прямых, 
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с не:которыми особенгсстями магнитных свойств земли. 
Таи, например, би:ссснтрпса угла между ося:м:и сфери
ческой функции 2-го порпдна проходит через середину 
области nосточно-азиатст\оii магнитной аномалии, а 
границы этоii области немного отличаются от неноторой 
линии равного потенциала д:тя этой сферической фунн
ции. Помимо этого Н. А. Умов OTI-\pы:i сJ1едующее заме
чательное обстоятельство: веновые изменения элемен

тов земного магнетизма сводятся и очень быстрому 
перемещению неноторых oce.ii сферической фуннции 
при очень .медленном перемещении других осей той же 
фуннцпи. Далее Н. А. Умов установил, что его гео
метрический образ находится n определённой связи 
с осью вращения земли. Cвoii анализ Умов занончил 
сферичесной функцией 3-го порядна, предоставив бу
дущим поколениям изучение сферичесних фуннций выс
ших поряднов. 

Тан:им образом, работами Н. А. Умова по земному 
магнетизму был сделан столь значительный шаг, что 
в этом вопросе он, безусловно, стоит рядом с Гауссом. 

Проф. Леlrст в занлючении и своему очерну, посвя
щённому трудам Умова по земному магнетизму, писал: 

«Гаусс исходил из геометричес:кого представления 
и составил потенц:иаJ1ьную формулу с эмпиричес:ки 

определяемыми 24 ноэффпцпептами. Умов, наоборот, 
составил номментариii к этим Боэффициентам и п~ре
вёл их опять в геометричес:кий образ, но в совершенно 
новых плос:костях. Таи дополняют друг друга два 
гениальных мыслителя, l\арл Фридрих Гаусс и Нинолай 
Аленсеевич Умов». 

5 

Энсперименталы-1ымп работами Н. А. Умов начал 
интересоваться с 1886 г. С этого времени в 1ечение ряда 
:тет его внимание бы:rо при:коnано :к вопросам, связан
ным с яв:~енпямп диффузии в водных растворах. Энспе
римептальными работами I-I. А. Умов занимался с юно
шес.nим увлечением, перед1-\о зас1пниваясь в лаборатории 
да~'1еl\о за по:rночь. Его записные ~нпжнп переполнены 
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планами энсп риментальных раб JT. Иногда он, после 
продолжительных опытов в из1;естном ~:аправленип, 

пренращал их, снладывал в Портфель накопленный ма
териал, с тем чтобы через не кот о рое время вновь вер
нуться l\ нему. В эти_ промежутi.;и Н. А. Умов обычно 
занимался другими энсперимен 1 альными работами. 

В 1887 г. Н. А. Умов напечаrал свою первую энспе
риментальную работу: «3аноны растворимости неното
рых солей». В этой работе он находит любопытную 
связь между относительным содержанием соли р в pac-

D 
творе и отношением -, где D есть разность между удель

и ,... .. 
ным ооъемом смешиваемых веществ до смешения и удель-

ным объёмом раствора, а и есть удельный: объём воды. 
Эта связь выражается в впде следуrощей формулы: 

п pi 
---
и 1 + p2.i.' 

'1,- числовой ноэффициснт. 
Эта формула, нан оназалось, находится в очень хоро

шем согласии с энспсриментом. 

Попутно Н. А. Yl\loв уназывает следующее найден
ное им правило: «д~н1 I\.Cl, KBr, N al, Lil отношение 
нубов плотностей без оодпых солей равно отношениrо но-

.., 
личеств солеи, насыщающих равные :количества воды 

при 100°Ц. Для КС1, N aCl, N aI отношение нубов плот
ностей безводных солей равно отношению НО.!Iичеств со
лей, насыщающих равные ноличества воды при 0°Il,». 

В 1888 г. Н. А. Умов напечатал обширное энспер1~
ментальное исследование: «Диффузия водного раст1,о
ра поваренной соли». Он пользовался известным метn;.(ОМ 
Фарадея-Томсона, проводил опыты в течение четырёх 
месяцев и нашёл рнд простых :интегральных занn::..i.ов, ха
рантеризующих процесс дпффузии. Один из этнх законов 
гласпт: отношение длин двух J{о.тrонн pacтnova, ограничен

ных слоями одинановой плотности, не зависит от времени~ 

Зависимость нопцентрации q от ноординаты z и от 
времени Н. А. Умов выразил следу1ощеii эмппричес1,ой 
формулой: 
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Здесь k есть фуннция времени; а, Ь, с, суть nостоянные. 
Функция q не удовлетворяет дифференциальному 
уравнению диффузии, данному Фином: 

dq _ kd2q 
dt - dz 2 • 

Отсюда Н. А. Умов делает занлючение, что уравнение 
Фина не отвечает действительному ходу явления; так 
называемый ноэффициент диффузии k не есть постоян
ная ве:Iичина. По мнению Н. А. Умова, предположения 
Фина моi:Кно считать справедливыми лишь в случае 
слабых растворов, процесс диффузии ноторых проте
нает в ус;rовиях строгого соблюдения постоянства тем
пературы. 

В 1889-1891 гг. Н. А. Умов производил наблюде
ния п ад диффузией не толь но солевых растворов, но 
и растворов нислот. В результате этих наблюдений 
появилась работа «Дополнение занона гидродиффузии 
н новые диффузиометры». Здесь описан ряд остроумных 
приспособлений для наблюдений над диффузией: «си-. 
фонныif диффузиометр», «диффузионныii нрючон», «диф
фузионный ареометр» и т. д. В этоii работе Н. А. Умов 
критинует гипотезу Фина с новых позиций; именно, он 
указывает, что при диффузии прибавление растворён
ного вещества или растворителя и существующему 

раствору сопровождается Сi-Rатием или расширением. 

Это изменение объёма не учитывается гипотезой Фина. 
Н. А. Умов исправляет уравнение Фина, вводя допол
нительны~]: член, принимающий в расчёт уназанное 
обстоятельство. 

·Работы Н. А. Умова по диффузии в целом представ
ляют образцовое энспериментальное исследование 

нан по глубине теоретичесного анализа явления, та1-х 
и по разраGотне новых энспериментальных прпёмов. 

И тем же годам относится исс:~едование Н. А. У мо
ва «Термопотенциа.л соляных растворов». Под поня
тием «термопотенциал}> Н. А. Умов понимает фуннцию 
Гиббса е или термодинамичесний потенциал Дюгема 
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прй постоянном давлении. Этот потенциал он обозна
чает через F. 

Значение указанной фуннции, нан и.звестно, позво
ляет путём простого дифференцирования определить 
различные особенности и начества, ха рантеризующие 

данное вещество. Вид этой фуннции сравнительно легно 
находится для идеальных газов и для слабых раство
ров. Основываясь на энспериментальных данных сво
его ассистента Герича насательно сжатия соляных 
растворов и на результатах опытов других исследо

вателей по упругости пара растворов, Н. А. Умов по
строил фуннцию F для водных растворов любой кре
пости. Эта фуннция выглядит та:к: 

F =М т~та + m1f1 + m2 (N + /2) + т2 DTlg : 2 
• 

т1 т2 m1 т2 

Здесь через т1 и т2 обозначены ноличества воды и соли 
в растворе; т1 f 1 и т2 f 2-термопотенциалы воды и твёр
дой соли; М и N-неноторые фуннции температуры Т; 
D-постоянная. Отсюда Н. А. Умов находит формулы .. 
теплоемности раствора и теплоты растворения в зави-

симости от состава. 

Сравнение полученных формул с энсперим:енталь
нъ:~и данными поназывает хорошее их совпадение с 

деиствительностью. 

6 

В 1905 г. опублинованием работы «Хроматичесная 
деполяризация при рассеивании света» отнрывается 

серия исследований Н. А. 'Умова по оптине. Он отнрыл, 
что если на матовую поверхность тела пустить пучо:к 

поляризованных световых лучей, то этот пучон более 
или менее деполяризуется по отношению н тем лучам, 

ноторые в мансимальной степени пропуснаются телом; 
наоборот, лучи наиболее поглощаемые обнаруживают 
наибольшую поляризацию. Если падающий свет не 
поляризован, то в рассеиваемом пучне онвзываются 

всего сильнее поляризованными те лучи, ноторые все

го более поглощаются телом. Это оптичес:кое явление 

35 Н. А. Vмов 
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следовало бы называть эффектом Умова. В научной и учеб
ной литературе оно зафиксировано в виде следующего 
правила: если на окрашенную матовую поверхность 

пустить лучи различного цвета, то в тех цветах, кото

рые диффузно отражаются без поглощения, имеет место 
деполяризация света; наоборот, те лучи, которые частич
но поглощаются данным веществом, поляризуются им. 

Например, красное сунно деполяризует красные лучи 
и поляризует зелёные. Именно это явление Н. А. 
Умов и положил в основу своего метода спектрального 
анализа матовых поверхностей. В 1909 г. им был 
устроен для этих целей прибор, который представляет 
собой спентросноп с горизонтальной осью. На столике 
этого спентроснопа помещают исследуемое вещество. 

Лучи, идущие от щели коллиматора, отражаются диф
фузно от исследуемой поверхности; часть этих лучей 
попадает в трубу, которая снабжена пластинной Са
вара, нинолем и призмой, дающей спектр. 

Если отражающая поверхность поляризует свет, 
то в трубе будет наблюдаться спектр с долевыми тёмны
ми линиями, которые получаются благодаря интерфе
ренционному действию пластинни Савара; если же свет 
при отражении от исследуемой поверхности не пре
терпевает поляризации, то уназанные тёмные линии 
пропадают. Если с помощью такого прибора вести на
блюдение оираmенных поверхностей, которые имеют 
спектр поглощения, то картина будет сле~ующей: в 
тех местах спектра, где не имело места поглощение, 

где, следовательно, не было поляризации света, будет 
наблюдаться сужение или даже полное уничтожение 
полос С авара; напротив, в тех местах, где имелось 
поглощение, будет наблюдаться усиление и уширение 
этих полос. Таним образом, спектр отражённых от 
исследуемой поверхности лучей представится в виде 
пятен или «чётон», нанизанных на линиях Савара. Та
:кая картина получается от двух причин сразу: от поля

ризации диффузно отражённого света и от ослабления 
его вследст:в_ие поглощения в данном веществе. Нар
тина, видимая в сnентросноп И.А. Vмова, характерна 
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для каiндого исследуемого вещества, как это показано 

им на многочисленных образцах, приводимых в его 
работе. Между прочим, подобные набЛюдения Н. А. 
Умов производил и на хлорофилле и получил _ха
раитерные два ряда чёток в красных и оранжевых 

лучах. 

Метод И. А. 'Умова очень чувствителен, поэтому 
Умов вьiсказал мысль, что этим путём можно устано
вить присутствие хлорофилла на планетах. Rроме того, 
таким способом исследуются горные породы нашей 
земли; сравнивая полученную картину с соответству

ющей картиной, полученной от различных точек лун
ной поверхности, можно установить минеральный со
став лунной поверхности. 

Развитием описанного оптического явления Н. А. 
Умов занимался до самой смерти. В возрасте 66 лет, 
после ухода из университета в связи с инцидентом, про

исшедшем в 1911 г., Н. А. Умов организовал лабора~ 
торию в помещении Высшего технического училища,' 
любезно предоставленном ему проф. П. П. Петровым~ 
Здесь им исследована абсорбция нескольких сотен 
различных веществ прибором, им сконструированным 
и изготовлелным немецкой фирмой Фюса. 

Эффект V мова не остался в науке~ без внимания: 
В России этим явлением занимался Н. Е. Успенский и 
его ученики Веденеева, Грумм-Гржимайло, Воронков 
и Покровский: Последние два исследователя особенно 
много уделили внимания различным применениям эф
фекта Умова. И·х работы напечатаны в Zeits. f. Fhys.: 
за 1924 г. В развитии оптических работ И. А. Умова 
принимал участие также и его ученик Златовратский 
вместе с Амировым. Работы этих исследователей 
папечатаны в Fhys. Zeits. за 1906 г. 

Из зарубежных учёных особенно тщательно зани
мался эффектом Н. А. Умова Navrats, который опубли
ковал работу в Wein. Вег. за 1911 г. В самое последнее 
время работы Н. А. Умова продолжены в исследова
ниях А. С. Торопец в Ленинградской пабора~ории 
Т. П. Rравца. 

З5* 
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7 

. Своё исследование ~о стационарном движении эле.к
тричества на проводящих поверхностях прои3волъuого 

вцда» Н. А. "Умов в 1875 г. во время заграничной поеад:ки 
представил на суд Rирхгофа. 

До уназанной работы задача решалась лишь для раз
личных частных случаев; 1\ирхгоф решил её для пло
с.кости, Больцман-для сферы и круглого цилиндра, 
тогда нак Умов дал решение в самом общем .8иде. 
Вопрос о распределении элентричесних тонов на по
верхности любого вида "Умов свёл и вопросу о распре
делении тонов в плоской пластинке, представляющей 
собой конформное отображение рассматриваемой по
верхности на плосность. Задача о такого рода изобра
жении поверхности произвольного вида на плосности 

в принципе была разрешена Гауссом. Таним образом, 
весьма трудная задача, не поддававшаяся усилиям 

та:ких норифеез науни, нан Больцман и Кирхгоф, была 
разрешена Умовым просто и изящно. 

R сожалению, с этой выдающейся работой Умова, 
:как и многих руссних учёных, nроизошёл историче
сний нонфуз. Rирхгоф не постеснялся от своего имени 
немедленно опублиновать в «Monatsberichte der Ko
nigl. Akad. d. Wiss. zu Berlin» результаты, полученные 
У мовым, использовав при этом для доназательства 
основных положений лишь свой :метод, который он 
применил при решении задачи о стационарном течепuи 

?Леитричества в проводящей пластинне. Хотя Кирхгоф 
u этой напечатанной работе л упоминает Н. ~· }'-мова, 
по тем не менее именно благодаря Кирхгофу имя 
талантливого руссного учёного не приобрело по этому 
вопросу того веса, :которого оно заслуживало. 

8 

Работа Н. А. У мова «Геометричесное злачение 
интегралов Френеля» появилась в свет в 1885 г. Эта ра
бота лишний раз показывает цельность и одарённость 
её автора кан учёного и мыслителя. Только исилю-
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чительная научная прозорливость позволяет отнрывать 

новые стороны в вопросах, ноторые обычно :кажутся 
давно решённ:ьwи. Что нового можно усмотреть в ин
тегралах Френеля?! Однако Н. А. Умов усмотрел 
это новое; он с необычайной ясностью вскрыл их гео
метрический характер. Интегралы Френеля имеют вид: 

% 

А = ~ cos ; z2 dz; 
о 

~ 

В=~ sin; z2dz. 
о 

'Умов берёт параболу 
1t 
-z2 =v 
2 ' 

причёи ось z nаправляет вертИRалъно, а ось р направ
ляет влево. В этом спучае будем иметь: 

z % 

А=~ cosvdz; В=\ sinvdz. 
о о 

Теперь представим себе нруглый цилиндр с ради
усом, равным единице; ось этого ,цилиндра примем за 

ось z. Пусть верхняя половина этой параболы навёр
тывается на упомянутый цилиндр таи, чтобы её ось 
пошла по онружности основания цилиндра, а вершина 

параболы совпала бы с точной пересечения поверхно
сти цилиндра и оси х. При таRом расположении пара
болы последняя образует винтовую линию. 

Если спроентировать эту винтовую линию на коор
динатные плосности zx и zy, то абсциссы точен этих 

u 

проекции иожно записать таи: 

• 
Х = COS V, у = Slll V. 

Теперь интегралы Френеля примут следующий вид: 

% 

А= S xdz; 
о 

s 

В= s ydz. 
о 

Таним образом, задача о вычислении ивтеrралов 
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Френеля сводится и ивадратурам. Умов даёт способ 
вычисления поправои и значениям интегралов А и В, 
вычисленных самим Френелем; уиазывает приближён
ные формулы и . отысианию эистремальных значений 
интенсивности света в диффра:кционной картине, осу
ществляемой ираем безграничного эирана; далее, описы
вает устройство интегратора для механичесиого вычис
;~ения ин:rегралов А и В. 

Вся р·абота производит впечатление изящества и 
простоты. 

9 

Две работы Н. А. Умова «Единообразный вывод 
преобразований, совместных с принципом относитель
ности» и «"Условия инвариантности уравне:uия волны» 
поиазывают, насиольио живо он отилииался на совре

менные ему идеи в области теоретичесной физини. По 
свидетельству знаменитого руссиого учёного Н. Е. Жу
иовсиого эти работы И. А. Vмова являются лучшим 
математичеси~м толиованием принци~а относительно

сти. Вот что пишет Жуновсний об этой работе I): «По
-добно тому, иаи неэвилидовсиая геометрия и геометрия 
многих измер~ний опираются на инвариантность обоб
щённого представления об элементе дуги, принцип отно
сительности, по Умову, имеет своё математичесиое 
содержание в инвариантности волнового ур~внения рас

пространения света». 

Для решения поставленной задачи Н. А. Умов пре
образует волновое уравнение для пространства четы
рёх измерений, вводя вместо иоординаты времени мни
мое переменное 't = cti, где _ с-сиорость света; затем 
требует, чтобы это уравнение оставалось инвариантным 

при переходе от иоординат х, у, z, 't и иоординатам 

х', у', z', 't'. Оиазы.вается, этого можно достичь толь
ко тогда, иогда вторые дифференциальные параметры 

1) Сборнин, посвящённый nам}и:и Н. А. Умова. Изд. Обще
етва им. Ледепцова, 1915. 
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фун.нций х', у', z' и -с', выраженных чере3 перемен
ные х, у, z и 't, бУ.дут равн~ нулю. 

В случае, ногда х, у, 't сут:ь, ддраметры денартовой 
системы ноординат, а z = z' =О, инвариантность вол
нового уравнения требует, чтобы х', у', -с' были пара
метрами изотермичесной системы нриволинейных триор
тогон~льных координат. В частном случае можно 
счи,тать . х', у', 't' параметрами денартовой системы 
ноординат, повёрнутой оноло оси у на мним~й угол 

-tpi. Приняв, далее, tg <р = 7, Умов приходит, в нонечном 
счёте, к формулам Преобразования Лорентца-Эйнmтейна. 

10 

В 1913 г. н.- А. -У:мов много работал над составле
нием речи, ноторую он должен был произнести на пред
стоящем Первом всероссийском съезде преподава
телей физини, химии и космографии. Съезд состоялся 
в Петербурге. . 

Речь. Умова называлась «Эволюция физичесних наун 
и её идейное значение». , В этой речи Н. А. Умов 
подробно осветиn развитие новейших атомистичесних 
теорий. Речь была прочитана 29 денабря 1913 г. 
(по старому стилю) и была принята с большим энту
зиазмом. 

Готовясь к этой речи, Н. А. Умов пришёл к .идеям, 
НОТОрЫе ТОЛЬRО сейчас МОГУ:~' быть ПОНЯТЫ С ДОЛЖНОЙ 
полнотой. 

Современная волновая механина родилась из попыток 
решить проблему взаимодействия между элентромагнит
ным полем и веществом (вернее, элентроном). В её 
основу положен принцип, ноторый можно формули
ровать следующим образом: невозможно определить 
энсперименrально абсолютно точно два наноничесни 
сопряжённых параметра, определяющих состояние си

стемы. Это определение можно выполнить лишь с изве
стным приближением, степень ~оторого определяется 
следующими неравенств~ами: для координаты положения 
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и соответствующего икпульса 

-дх Лрх > h, 
а для эnергии частицы 

-дЕ дt > h. 

В своей работе «Возможный смысл теории квант», 
въtПiедшей в свет за 12 лет до появлевия основ
ПЪiх идей волновой :механики, Н. А. "Умов ·пишет сле
дующее: 

«Электромагнитное поле по отноmеВ'ию к неупо
рядоченны~ движениям частиц обладает различной сте
пенью чувствительности». Другими словами: нельзя 
иметь совершенно точное ноличественное выражение 

взаимодействия между электромагнитным полем и не
упорядоченным движением частиц; мы можем составить 

себе представление лишь о средних величинах, опре
деляющих состояние системы. 

По его мнению, ве существует аппарата, который 
бы обладал таной степенью чувствительности R опре
делению всякого рода взаимодействий, какою обладает 
демон Максвелла. Только этот аппарат обладает бес-

v и v 

конечнои чувствительностью; веянии же другои реги-

стрирует явление с известным и конечным приближе
нием. Если воспользоваться электрическим полем как 
средством оценки взаимодействия скрытой среды и «ви
димой~> материи, то чувствительность этого аппарата 
тоже должна быть конечна. Этот аппарат по отно.Ше
нию к неупорядоченным движениям молекулярных си

стем обладает некоторой средней чувствительностью. 
Величина этой средней чувствительности должна пало-... 
жить свои отпечаток на все средние величины) с по-

торыми мы встречаемся в процессе познавания природы. 

За меру средней чувствительности электромагнитного 
поля нак аппарата, с помощью которого мы познаём 
явления природы, Н. А. Умов принимает величину, 

t 
равную -

1 
, где У есть повторяемость естественных кoJie

iv 

баний молекулы систеиы:, а h-постоянная Планка. 
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Бысназанные соображения обозначают ни больше, 
ни меньше нак следующее: 

~ > h или дЕ . т ~ h. 
'V 

Изложенная нонцепция позволила Н. А. Умову, поль
зуясь толъно эаноном распределения Мансвелла, уста
новить формулу для средней энергии резонатора Плав
на. Тании образом, мы видим, наснолько близно Умов 
подходил уже тогда к современным воззренцям волно

вой :механини. По сути дела, он первый в истории раз
вития теории нвант осмелился сназать о приближёв
ном характере измерений параметроБ, определяющих со
стояние системы. 
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